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Seiner Exellenz 


dem 

Herrn von Holleben, 

Ivöiiigl. Oeiierallieutenant nn.<ü PräsfH der Militnir-Obcr-Kxnininations- 
Comiuissioii, lxolier Orden ltitter. 


Euer Exellenz, meinem frühesten und besten Lehrer in der 
Mathematik, verdanke ich die Liebe zu dieser Wissenschaft, 
die Ausdauer in Allem, was dazu gehört. Wenn der Beitrag 
zur Klärung des Dunkels, welches bisher über den Gleichun- 
gen höherer Grade schwebte, ein Verdienst um die Wissen- 
schaft ist, wird man mir nicht jetzt schon die Freude gönnen 
müssen, zu dieser Klärung mitgewirkt, vielleicht sogar sie 
befördert zu haben?! — Euer Exellenz waren es, der mich 
dazu befähigt machte. Dass ich dieser Arbeit Euer Exellenz 
hoch- und weithin geachteten Namen vorsetze, soll meine 
dankbare Erinnerung, die Arbeit selbst aber den Versuch be- 
deuten, den herzlichsten Dank zu bethätigen, — Euer Exellenz 
haben den grössten Antheil au Allem, was darin gut ist. 


Hochachtungsvoll verharrend 


A. v. d. Schulenburg, 

Hanptmann a. D. 
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Vorwort. 


Bau und Wesen der allgemeinen Gleichung war lange schon 
Gegenstand eingehender Untersuchungen für Viele, und blieb 
es bis heute. Auch ich ergab mich solchen, strebte danach, 
das Thema verständlicher, gewissermassen durchsichtiger zu 
behandeln, als es bisher geschah und stelle hier zusammen, 
was ich, bezüglich auf die Gleichungen der drei ersten Grade, 
vorfand oder fand. 

Zu den letzteren, den neuen Momenten, rechne ich, neben 
der nicht gewöhnlichen Behandlung des Stoffs, neben der 
Entwickelung von anderen, als den bekannten Auflösungs- 
formeln 3ten Grades, ganz besonders den Beweis, dass die 
allgemeine Reduktion dieser Formeln unmöglich ist, dage- 
gen die direkte Ausrechnung der Zahlengleichungen 3ten Gra- 
des, auch solcher vom bisher sogenannten irreduktiblen Fall, 
nicht nur möglich ist, sondern auch rascher und sicherer zum 
Ziele führt, als die mit mannigfachen Rcchnungsschwierigkei- 
ten verknüpfte Benutzung trigonometrischer Funktionen. 

Auch die Extraktion 3ter Wurzel in der Art, wie sie 
sich aus der gegebenen Ausrechnung der Gleichungen 3ten 
Grades unmittelbar findet, halte ich für neu und wenn auch 
nicht zu meiner Aufgabe gehörig, so doch wohl der Beach- 
tung werth. 
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Was ich hier gebe, entstand in meinen Mussestunden, 
und nur die Wichtigkeit der Resultate für Theorie und Praxis, 
und was sich für höhere Grade hieraus folgern lässt, bewegt 
mich zur Veröffentlichung. 

Sachliche Irrthümer, wirkliche Fehler wird man nicht 
finden. Ich bitte die kompetente Kritik dringend, mich auf 
formelle Vergehen, auf Undeutlichkeiten, auf fehlende Prä 
cision, auf Mängel in Ordnung des Stoffs aufmerksam zu 
machen, damit ich Begründetes später verbessern oder bei 
den Arbeiten über höhere Grade benutzen kann: denn ich 
verspreche hiermit ausdrücklich, ebenso eingehende Behand- 
lung der Gleichungen vom Grade 4 und 5 zu veröffentlichen, 
sobald die äusseren Umstände beseitigt wurden, welche dies 
bisher verhinderten. 

Die Meinung, dass allgemeine Gleichungen 5tcn Grades 
algebraisch nicht auflösbar seien, ist ein Irrthum. 

Berlin im December 1867. 


A. v. d. Schulenburg. 
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Anlagen 


Einleitung. 


§• i. 

Der specielle Zweck der nachfolgenden Arbeit ist die Lehre 
von den Gleichungen, bis einschliesslich Grad 3, zu erweitern. 
Ich darf also als bekannt voraussetzen, was in dieser Bezie- 
hung bisher gelehrt wurde, wiederhole jedoch, was ich zu 
wiederholen für nöthig halte, um insbesondere das Eingehen 
in meine Formen zu erleichtern. 

1) Jeder algebraische Ausdruck, welcher die Beziehungen 
und Wirkungen verschiedener Grössen zu- und aufeinander 
darstellt, ist eine Gleichung. 

Ein Element n = 0 gesetzt ist also nicht Gleichung, 

O Ö 7 

sondern bedeutet nur, dass n keinen Inhalt hat. 

2) Elemente der Gleichungen, wie überhaupt jeder alge- 
braischen Operation, sind die Grössen; die Bedeutung der 
Grösse für die Algebra heisst ihr Werth; man unterscheidet 
Zahlenwerth (Quantität, Inhalt) und Rechnungswerth (Quali- 
tät, Wirkung) einer Grösse. 

Nur in Bezug auf ihren Rechnungswerth würde inan von 
positiven oder negativen, besser von Grössen additiver oder 
subtractiver Wirkung sprechen können, während der Zahlen- 
werth einer Grösse nur absolut, d. h. positiv ist. 

Es giebt zu Unklarheiten Veranlassung, dass man nicht 
nur die Operation des Hinzufügens mit -j-, des Abziehens 
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mit — , sondern auch die -beiden Wirkungen des Ausdrucks 

2 

1/a* mit -j-a und — a (±) bezeichnet; ich bemerke daher aus- 

n 

drücklich, dass ich dem Element [/«" nur dasjenige Vor- 
zeichen gebe, welches ihm nach Lage der Rechnungsope- 
rationen zukommt, es soll mit allen seinen Wirkungen ad- 

n 

ditiv oder negativ rechnen, und bedeutet also |/ö* stets, 
dass diese Grösse, welche «fach wirkt, angewendet n ver- 

2 

schiedene Rechnungsresultate ergiebt, so z. B. im Fall ]/a* 
will ich nicht entweder -{- a oder — a benutzen, sondern 
sowohl -f- a als auch — a. 

3) Eine Grösse ist rational, wenn deren Inhalt durch ein 
bestimmtes Maass (Einheiten) nach ganzen oder gebrochenen 
Zahlen gemessen werden kann. 

Sie ist irrational, wenn sie nur annähernd gemessen wer- 
den kann, so jedoch, dass ihrem Inhalt durch die Form der 
Grösse bestimmte Grenzen gesetzt sind. 

Imaginair heisst eine Grösse, welche nicht gemessen wer- 
den kann, sie hat keinen Zahlen- nur einen Rechnungswerth. 

Rationale und Irrationale bezeichnet man mit Rücksicht 
auf den vorhandenen Inhalt gemeinsam als Reelle, — Irratio- 
nale und Imaginaire mit Bezug auf deren Form als Wurzel- 
grössen oder Radikalien. - 

Ein Ausdruck ist rational, wenn er ausschliesslich ra- 
tionale Elemente enthält, er ist irrational, wenn er nur ratio- 
nale und irrationale, und imaginair, wenn er imaginaire Ele- 
mente enthält. 

4) Eine Gleichung kann die Beziehung gegebener be- 
kannter Grössen darstellen, heisst aber dann besser ein be- 
kannter Ausdruck; Gleichung im engeren Sinne ist die Dar- 
stellung der Beziehungen zwischen bekannten und unbekannten 
Grössen, solcher, deren Werth zu ermitteln und nach dem 
der bekannten zu bestimmen ist. 
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5) Die Gleichung heisst eine solche mit n Unbekannten, 
je nach der Anzahl der letzteren , vom m teil Grade je nach 
der höchsten Potenz, in welcher eine dieser Unbekannten 
vorkommt. 

Sofern die Exponenten der Unbekannten einen oder 
mehrere gemeinsame Faktoren haben, ist der Grad der Glei- 


chung auch mehrfach bestimmbar. 

Beispielsweise : 

I. x' nn -)- _)_ b.v m( - n ~ 2 ) -j- -(- c — 0 

kann auch, wenn x m =. x x gesetzt wird, geschrieben werden : 
II. x x n -j- ö.r, (”—*) -f- bx/”~ s > -f- .......... e = 0, 


im Fall I., im weiteren Sinne, ist sie Gleichung vom mnten, 
im Fall II., im engeren Sinne, vom «ton Grade. 

6) Ich setze als bekannt voraus: 

a) Die Bedingungen unter welchen , die Mittel durch 
welche aus Gleichungen mit mehreren Unbekannten , eine 
solche für nur eine dieser Unbekannten coustruirt werden 
kann. 

b) Die Mittel, durch welche eine Gleichung mit negativ 
wirkenden, mit gebrochenen oder Wurzelexponenten in eine 
solche mit positiven ganzen rationalen Exponenten verwandelt 
wird, und 

c) Das Verfahren, wodurch ein, bei der höchsten Potenz 
der Unbekannten etwa vorkommender Koefficient fortgeschafft 
werden kann. — 

Ich nenne allgemeine Gleichung eine solche mit 
einer Unbekannten und ganzen Exponenten, deren höchste 
Potenz von x ohne Koeffieienten vorkommt, während die an- 
deren Koefficienten durch Bilder allgemeiner Grössen (Buch- 
staben) dargestellt sind. 

7) Eine Gleichung vom «ten Grade mit den n Unbekannten 

vom Inhalt y x , y t , , . . . y„ ist Produkt der Differenzen: 

(*— 2/1 )(*— . y 2 )0»— y») («—!/„) *), woraus denn folgt: 


*) Ich erwähne dies hier nur historisch , während es im Text für Glei- 
chungen 2ten und 3ten Grades erwiesen wird. 


1 * 
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III. .r" — (2/» + y» + y» • • • • -f- yn) • r ”' ' H- ( 2/1 y-i + ,vi ,y* + 3/1 2/3 

+ • • -.y»-\yn)X n - 2 — (i/i .f/2 2/3 + + 2/»- iy» - 22 /»- 3)^"' 3 

±0 = 0 

aus diesem Grunde werde icli die allgemeine Gleichung vom 
«teil Grade stets in der Form: 

IY. x n — ax ”~ 1 -j- bx n ~ 2 ± e*) = 0 

darstellen und setze hierbei voraus, dass n ganze Zahl ist, 

während die Koefficienten u, b, e nur relativ rational 

und positiv sind, d. h. es kann zwar bei Anwendung der ge- 
wonnenen Resultate auf die Zahlenrechnung jeder Werth 
für u, b, e eingeführt werden, ohne die Richtigkeit die- 

ser Resultate zu alteriren, so lange aber mit allgemeinen Zah- 
len (Buchstaben) operirt wird, wirken diese rational und, — 
ohne Rücksicht auf das dabeistehende Vorzeichen (an sich) 
— additiv. 

In Anbetracht dieser Eigenschaft einer Gleichung nten 
Grades, dass sie nämlich Produkt von n Gleichungen lsteu 
Grades (x — y t =0 u. S. w.) ist, nenne ich sie auch eine 
solche, von n Dimensionen und bezeichne die einzelnen Ko- 
efficienten entsprechend als solche mit 1, 2, 3 u. s. w. Dimen- 
sionen. 

8) Eine Gleichung auflösen heisst, ihre Unbekannten 
(Wurzeln) jede durch eine algebraische Function der Koeffi- 
cienten darstellen. 

9) Hilfs-Glcichnng ist eine solche , deren Resultate man 
mit den schon gelehrten, bekannten Mitteln zur Auflösung 
der gegebenen (Grund- oder Fundamental-Gleichung) benutzt. 

Die Hilfsgleichung ist eine direkte oder indirekte, je 
nachdem sie ihren Zweck unmittelbar erfüllt oder nur vor- 
bereitet. 

*) Das Element c, das absolute Glied, erhält, je nachdem die Zahl der 
Unbekannten gerade oder ungerade ist, beziehungsweise das Vorzeichen -+- 
oder — . 
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Von den Gleichungen lsten Grades. 

§• 2 . 

I. x — a — 0 

ist eine Gleichung lsten Grades, in welcher a bekannt, x da- 
gegen zu ermitteln ist. 

Indem ich diese Gleichung in: 

II. x = u 

nmbilde, stellte ich die Unbekannte mit dem Inhalt von u 
dar, und bin damit berechtigt, mich überall statt x nun der 
Form n zu bedienen. 


Von den Gleichungen 2ten Grades. 

§. 3. 

I. x 1 — ctx -f- b — 0 

ist eine Gleichung 2tcn Grades, in welcher die Koefficienten 
<> und b bekannt sind, während x zu ermitteln bleibt. 

Die Gleichung I. ist vollständig, wenn u und b Werth 
haben, unvollständig wenn a — 0. 

Eine Gleichung 2ten Grades, in welcher b — 0, also: 

II. a: 1 — ax = 0 ist nur der Form nach vom 2ten, eigent- 
lich vom lsten Grade, nämlich: 

III. x — a = 0, aber es hat jene Bezeichnung als quadra- 
tische Gleichung nichtsdestoweniger die Bedeutung, dass nicht 
allein «, sondern auch 0 derselben, für x substituirt, genügt. 

§• 4 . 

Zwei Gleichungen mit gleichen Koefficienten: 

I. x 1 — ax -}- b = 0 

II. Xt 1 — ax, -•}- b — 0 ergeben subtrahirt: 

III. (a:* — x, 2 ) — a(x — ar,) = 0, woraus folgt: 

IV. x -j- x, = a. 

Es genügen also zwei Werthe für x den Bedingungen 
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einer Gleichung 2ten Grades, von welchen, wenn einer dieser 
Specialwerth e gleich y t gegeben oder ermittelt ist, sich 
der zweite als: 

V. y 2 = n — y t berechnet. 

Die Summe dieser beiden Specialwerthe von x in der 
Gleichung I. ist also — : n\ ihr Product ist = b, denn es ent- 
steht nach Einführung des Specialwerths y 2 in I. die Glei- 
chung: 

VI. y 2 1 — ay 2 b = 0; aus V. folgt aber: 

VII. y 2 (a — yt) — oy 2 -}- b = 0 oder: y,y 2 — b. 

Die Gleichung I. kann also auch geschrieben werden: 

VIII. x 1 — {yt -)- y 2 )x -j- (t/,i/ 2 ) — 0, das heisst: sie ist Pro- 
dukt der Gleichungen 1 sten Grades: (.* — y, ) (.-r — y 2 ), und 
wird selbst = 0 wenn y, oder y 2 — x. 

Es folgt auch hieraus, dass und von welchen Functionen 
der Unbekannten die Koefficienten a und b dargestellt werden. 

§• 5. 

2 

Die Gleichung x* — 1=0 ergieht wegen x 1 — 1 x — |/l, 
also sowohl -(- 1 als auch — 1. Ich bezeichne dieselben auch 
mit a und oder wenn höhere Wurzeln aus 1 konkurriren, 
mit «(1), «(2)'*); dabei bestimme ich mir, dass ich immer 

(und bei allen Graden) «, diejenige Wurzel aus 1 nennen 

z i 

will, die = 1 ist, in welcher 1 also additiv wirkt; 
operirt zweifach, indem sowohl (-)-«) 1 als auch ( — «)* = et 1 . 
— Will ich andeuten, dass eine in derselben oder in mehre- 
ren operativ zusammenhängenden Formeln wiederkehrende 
Wurzelgrösse zwar sowohl positiv als negativ, indess immer 
nur in derselben Qualität wirkend anzuwenden ist, so be- 


*) Die Zeichen «, tt“ u. s. w. bedeuten in dieser ganzen - A rbeit und 
deren Folgen stets Wurzeln aus 1. Das Produkt von u“ n. s. w. und 
einem anderen Element, z. B. (y X a 1 ) , (ij X a") bezeichne ich kurz //', tj“ etc. 
Der Apostroph ist also nie Unterscheidungszeichen, sondern stets Werth- 
zeichen. 
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zeichne ich dies: Va 2 *); es ergiebt also beispielsweise: 

2 2 

V~ a 2 + 6 ]/~ a 1 — c 

vier Rechnnngsresultate, nämlich : 

a -)- «6 = c 

• u — ab — c 

— a + aö = c 

— a — ab — c 

2 2 

während: 'Hc 1 + b |"' a 2 = <• 

O 

oder «(1 -}- 6) ^ 1 = c 

deren nur zwei ergeben kann, nämlich: 

— « — ab = i 

oder + « -)- ab = c 

2 

Ist a 2 Zahl, so bedeutet Va 2 *) allemal die absolute po- 

2 

sitiv wirkende Zahlenwnrzel aus der Zahl a 2 , | V a 2 dagegen 
macht die Anwendung beider Wurzeln nöthig. 

Endlich mache ich noch darauf aufmerksam, dass («+«') 
= 0 weil (+ 1 — 1) = 0 und dass <*.«' = — 1 = l.( — 1). 


§• 6 . 

Für die speciellen Werthe der Unbekannten von: 

I. x 2 — ux -f- b = 0 ergiebt sich 
H. 1) yS—ay, + 6 = 0 

2) yt 2 — ay t + 6 = 0, summirt: 

(2/i s + yi l ) — «(,'/• +.»/i) + 26 = 0, oder 

III. (yS+yS) — («* — 26) = 0 

Hieraus und aus §. 4 folgt dann die Auflösung einer 
Gleichung 2ten Grades sofort; es ist: 

(yS + yx*) — ( a * — 26 ) 

2y,yi = 26; also 

IV- (y^ + yi 1 — tyilh) = («* — 46) oder: 

ff 

*) Und analog fta. 
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V. y t — y t — ~V'a l — 4 6; hierzu 

yi +yi — a 

2 

VI. 1) y t = ii - 1- *Ka* — 46 

2 


8 



2 


Nach der Erklärung der Bedeutung des Zeichens 4/ und 
derjenigen von ]/, und mit Bezug darauf, dass x alle Spe- 
cialwerthe der Gleichung darstellt, also im vorliegenden Fall 
deren zwei, ergiebt sich als algebraisches Bild der Unbe- 
kannten einer Gleichung 2ten Grades: 

2 

VII. x = « -f- 1 /u 1 — 46 
_ 

Dieser Ausdruck hat nicht mehr und nicht weniger als zwei 
Bedeutungen. 

§• 7. 

Aus den beiden Unbekannten der Fundamentalgleichung, 
nämlich aus y, und t/j, lassen sich zwei Differenzen 
(yi—yi) «nd iyi~yx) 

zusammensetzen. Das Produkt dieser Differenzen ist 
I- = — (yi— y*) J ; oder (§. 6. IV.) 

— _ (,,'—46) = (46 — a») 

Ich will dies Produkt mit 7 r, oder wenn die Differenz- 
produkte der Gleichungen anderer Grade konkurriren, mit 
tt(2) bezeichnen. 

n in die Formel §. 6. VII. eingeführt ergiebt 



2 


*) In einzelnen Fällen werde ich die Richtigkeit vorgenomroener Ope 
rationen an Zahltnbeispielen darthun, verweise letztere aher in die Anlage. 
Siehe Anlage I. 
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das heisst: die Gleichung hat zwei reelle Unbekannte, wenn 
das Differenzprodukt negativ, deren keine, wenn es positiv ist. 

Und wirklich, sind beide Unbekannte der Gleichung reell 
und y t ^> yn so ist 

yi — y% = d 

yi — yi = — d 
n — — d 1 , 

während, wenn die Unbekannten imaginair und ein Summand 
derselben, etwa V ■ — />, 

III. 1) y v = a + ¥ — p 
2 

2 

2) y t = q — ¥~^p 
2 

IV - i) (yi—yi) = ¥—p 

2 

2 ) (y*— yi) = — ¥—p 
also 7i = -f- p 1 ist. 


§■ 8 . 


Man erzielt die Darstellung der Unbekannten auch durch 
Umformung der Gleichung 
I. x* — ax -(- b = 0 in 
II. x 1 — ax — — h 
hierzu : 

a» __ o 1 

T ~ 4 


~ + 4 =4 


woraus sich 


III. j: = r« -f- l/"a* — 4 fl 
2 


findet. 


§• 9. 


1) Die Gleichung: x 1 — 2a.« -)-«* = 0 heisst das Qua- 
drat; sie ergiebt: 
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i 

y, — a -j- K«* — «* = fi 

y t = a — 'Ka 1 — u 1 = « 
hat also zwei gleiche Unbekannte 

2) Die Gleichung: x 1 b = 0 heisst: die reine quadra- 
tische Gleichung; sie ist im engeren Sinne Gleichung lsten 
Grades und hat die Unbekannten: 

2 i _ 

yi = ,i/ 2 = — ¥—b, 

welche quantitativ gleich sind, aber entgegengesetzt wirken. 

3) Die Gleichung: x' 1 — ax ■=. 0 ergiebt: 

2 _ 2 

y, = a -f Va 2 _ y 2 = a—¥ä i _ n 

2 **’ 2 

wie schon §. 3 erwähnt. 

§• |n - 

Sobald man die Unbekannten einer Gleichung 2ten Gra- • 
des I. .r 1 — ((x-\-h = 0 durch Hinzufügung desselben Sum- 
manden g zu jeder von ihnen vermehrt und die Summen als 
Unbekannte einer neuen Gleichung ansehend, die letztere bil- 
det, nämlich : 

II. x, 1 — [(i/, -f + (y% -f ff)] + (yi + «)(*/» + ff) = 0 oder 

III. x A 2 — («-f-2c)«i + (b + ag g *) = 0 oder 

IV. x , 2 — «, x t -|- b, — 0, x t =;r-|- c, x — Xi — c 

ergiebt sich mit IV. eine andere Gleichung, deren Koeffieien- 
ten Functionen derjenigen von I. und des Summanden 5 sind. 

Alle Gleichungen, welche als durch solche Veränderung 
ihrer Unbekannten eine aus der anderen entstanden betrach- 
tet werden können, haben gleiche Differenzen ihrer Unbe- 
kannten, weil : 

{yi —yi)= \(}h + ff) — (<h + ff)J 

Sämmtliche Operationen, zu welchen hier und dort diese 
Differenzen mit sonst gleichen Elementen verwendet werden, 
müssen also gleiche Resultate ergeben. 

Ich nenne sie vorläufig Gleichungen derselben Summen- 
gruppe. 
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Insbesondere ist also die Summe und das Produkt der 
Differenzen ihrer Unbekannten bei den Gleichungen derselben 
Sununengruppe gleich. 

Da nun der Dignant der einzigen im Hilde der Unbe- 
kannten einer Gleichung 2ten Grades, dargestellt als Funktion 
der Koeffieienten, vorkommenden Wurzelgrösse, Produkt der 
Differenzen ihrer Unbekannten — n (§. 7. I.) ist, so folgt ans 
dem Gesagten: 

dass die Uebekannten aller Gleichungen 2ten Grades 
derselben Summengruppe das gleiche irrationale Ele- 
ment haben und sich nur iu den rationalen Theilen 
unterscheiden. 


§■ H- 


Die im §. 10 angeführten Eigenschaften der Gleichungen 
einer Suimnengruppc werden zur Umbildung der vollständi- 
gen Gleichung in eine solche von der Form .r, 2 + ö, = 0 
benutzt. 

Soll nämlich aus: 

I. x 2 — ux -j- b — 0 mit den Unbekannten y, und die 
Gleichung : 

II. x , 1 -}- ö, — 0 mit den Unbekannten (y, -j-?) und (y 2 -f- 
konstruirt werden, so ist in diesem Fall: 

«, = u -f- 2c = 0 (§. 10. III.) also : 

III. c — — « und weil 

T 


ö, = b -f- ac -f- c\ h , = 4 h — a* 


Da nun aus II. 



IV. x , = ¥ — b, 

unmittelbar folgt, so hat man, indem für x , : (#-(-?) — x — a 

~2 

und für 6, : b — setzt, die Gleichung I. wieder aufgelöst, 
nämlich : 
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.r, = .e — - a — ]/ a 2 — 4 6 

2 2 

V. a; = a -(- |/a* — 46 

2 

§• 12. 

Unter allen Gleichungen derselben Summengruppe lässt 
sich nur eine bilden, deren Koefficient mit einer Dimension 
gleich 0 ist; ich nenne die Form: 

.r, 2 -f 6, = 0 

die Kapitale, und alle Gleichungen, welche mit dieser zu 
derselben Summengruppe gehören , Gleichungen derselben, 
resp. einer bestimmten Kapitale. 

Der einzige Koefficient der Kapitale heisst das „ Bestän- 
dige“ aller ihrer Gleichungen, er ist negativ angewendet 
Dignant, der, im Bilde der als Funktion von a und 6 darge- 
stellten Unbekannten aller dieser Gleichungen vorkommenden 
einzigen Wurzelgrösse, während die rationalen Elemente der 
verschiedenen Unbekannten lediglich Funktionen des Koeffi- 
eienteu mit einer Dimension ihrer Gleichung sind. 


§. 13. 


I. 


Es war §. C, VI. für die Fundamentalgleichung ermittelt: 
i -j- ty( ( i — 4/, 


y i 


2 


oder weil u — y x -(- y-i und Va 1 — 46 = y t — y t . 

ii. * = tJO+fcjö), ana i og , 

m .. —yi) 


Die Differenzen .</, — y t und y x — y x können nach frühe- 
rer Erklärung von c<‘ — — I auch geschrieben werden : 

(yi -\-yi»‘) »nd 0 / 2 -f.yi«') oder 
IV. (yi +!h‘) lm, l (.Va 
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Diese Summen nenne ich „Auflösungssuminen“, weil sieh 
durch additive Zusammenstellung jeder derselben mit a = 
(y, "4" 2/j) stets eine der Unbekannten einer Gleichung des 
2ten Grades ergiebt. 


§• H. 


Die Koeflicienten zweier Gleichungen des 2 teil Grades, 
von welchen bekannt ist, dass sie eine gemeinsame Unbe- 
kannte haben, stehen in Beziehungen zu einander, denn in- 
dem ich diese gemeinsame Unbekannte (<h) nach den Koefli- 
cienten jeder dieser beiden Gleichungen bestimme, und beide 
Resultate einander gleich setze, entsteht eine neue Gleichung: 

•2 ü 

, a ‘Ka* — 4 b «, -f- 1 — 4 b, 

' 2 — 2 


deren Elemente nur die Koeflicienten der ursprünglich gege- 
benen Gleichungen sind. 

Das Resultat, welches sich ergeben würde, wenn aus 
der Gleichung I. die Wurzelgrössen fortgeschafft werden, ist 
auf einfacherem Wege herzustellen. — 

Gegeben seien die beiden Gleichungen: 

II. 1) x 2 — ax-\-b = 0 
2) x , 2 — aj.Tj-j-öj =0 

Führe ich die gemeinsame Unbekannte y t in beide Gleichun- 
gen als Specialwerth ein, so resultirt: 

III* i) yi 1 — <>yi +& = o 

2) v. 1 — (hu, -j -b, — 0 und nach Subtraktion: 

IV. Sl( ;-a.)-( 4 -»,, = 0 


Wird das Resultat V. nun wieder in eine der Gleichun- 
gen III. substituirt, so folgt (ich wähle III. 1.): 

\a — «,/ \« — a,/ 

VII. a 2 b l n 1 2 b — aa t b — aa l b l — 2bb, -f- b 2 -\- b t 2 — 0 
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§. 15. 

Die zunächst folgenden Ausführungen beziehen sich auf 
Gleichungen 2ten Grades, deren Koefficienten (ganze oder ge- 
brochene) Zahlen sind; ich schicke voraus: 

1) Es versteht sich, dass sofern von Brüchen die Rede 
ist, nur solche gemeint wurden, deren Zähler und Nenner 
relative Primzahlen sind; ebenso wird bei Wurzelgrössen an- 
genommen, dass bei etwa vorkommenden Exponenten des 
Dignanten dieser und der Wurzelexponent gemeinsame Fak- 
toren nicht haben. 

2) Zwei addirte Brüche können nur dann eine ganze 
Zahl als Summe ergeben, wenn sie gleiche Nenner haben. 

3) Gebrochene Zahlen gleichen Nenners multipliciren sich 
niemals zu ganzen, folglich können auch Brüche potenzirt 
niemals eine ganze Zahl als Potenz ergeben. 

§. 16 . 

Einer Gleichung 2ten Grades, deren Koefficienten Zahlen 
sind, genügen 

entweder zwei Rationale 
oder zwei Wurzelgrössen 

mit oder ohne rationale Summanden als Unbekannte. Es 
folgt dies aus der allgemeinen Form für die letzteren, näm- 
lich aus: 

^ _ a -f V~a*— 4 b 

Darin sind a und b nach der' Voraussetzung rational, folglich 

muss .v, je nachdem V<i * — 4 h rational wird oder Wurzel- 
grösse bleibt, die Eingangs gedachte Form annehmen, und 
zwar ist ai imaginair, wenn a 1 <(46, anderenfalls reell. 

§. 17 . 

In einer Gleichung mit ganzen rationalen Koefficienten 
sind die Unbekannten, falls sie rational sind, auch ganze 
Zahlen. 
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Sind jene Unbekannten aber Radikalien, so sind beide 
zugleich entweder reell oder imaginair und haben den Divi- 
sor 2 oder keinen Divisor. 

1) Sind die Unbekannten rational und wären es Brüche, 
so würden sie entweder gleiche oder ungleiche Nenner haben. 

Im ersten Fall kann ihr Produkt (6), im anderen ihre 
Summe (a) nicht, wie vorausgesetzt ist, ganze Zahl sein. 

2) Sind die Unbekannten Radikalien, so folgt aus ihrer 
allgemeinen Form, dass sie gemeinsam reell oder imaginair 

sind, denn für beide bestimmt dies derselbe Ausdruck: 

2 

I/a*— 46. 

Aus dieser allgemeinen Form folgt aber auch, dass jene 
Unbekannten den Divisor 2 oder gar keinen Divisor haben 

werden, denn es ist wohl das Verschwinden von 2 denkbar 

2 2 

(wenn « gerade Zahl, also 1/a* — 46 = 2]/*«,* — 6), nicht 
aber die Entstehung eines neuen Divisors. 

§. 18 . 

Jede Gleichung vom Grade 2, deren Koefficienten (oder 
auch nur einer derselben) Brüche sind, vermag ich in eine 
solche mit ganzen Zahlenkoefficienten umzubilden. 

Die Gleichung: 

I. 1) X* U£C-\-b = 0 

habe die Unbekannten y n y t . Eine andere: 

2) d?,* — n l .v l -(- 6, = 0 habe dagegen y ,n und y 2 /i, 
also die «mal vervielfältigten Unbekannten der Gleichung II. 
1 so folgt aus 2): 

II. 1) a, ~(y t -j- y 2 )» = an 

2 ) —iyi n -yi n ) = y t yi nt = • 

(Es mögen nun in diesem Paragraph fortan «, 6, r, d ganze 
Zahlen bedeuten.) 

Gegeben sei: 

III. .**— — x -f — = 0 mit den Unbekannten y n y t , 
so hat nach dem Vorausgeschickten die Gleichung: 
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IV. 1) 


u{cd) ( i(crf) 2 _ 

- 


— = 0 oder: 


2) Xy 2 — adx j -j- bc*d — 0 
die Unbekannten y t cd und y^d. 

Diese letzteren Unbekannten sind also das cd fache der- 
jenigen y, und yi und aus y t cd und y t cd diejenigen y, und 
y-i zu ermitteln. *) 


§. 19. 

Wenn die Unbekannten einer Gleichung ganze Zahlen 
sind und einen gemeinsamen Faktor n haben, so ist dieser 
selbst auch Faktor von a und sein Quadrat Faktor von b, 
denn für y,« und y 2 H ist a — w(y, +2/i) und & — y.yi« 1 . 

Ich bin aber auch berechtigt entgegengesetzt zu schlies- 

sen: 

Hat a einen Faktor n und b dessen Quadrat n 2 , so ist 
n auch Faktor von y, und y t . 

Denn sobald n 1 Faktor von b und n Faktor von a ist, stellt 
sich die Unbekannte: 

2 

u.n 4- «l/a. 2 — b , 

' = ? 

= "( a ‘ +1/ 2'’~— ) 
dar; dieselbe liat also den Faktor n. 

Dieser Umstand wird benutzt, um, falls Gleichungen 
2ten Grades zur Ausrechnung gegeben sind, im geeigneten 
Fall die Zahlen kleiner und damit die llechnung leichter zu 
machen. 

Es werden dann nämlich die den beiden Unbekannten 
gemeinsamen Faktoren ausgesondert, nachdem dies geschehen, 
die Unbekannten der redueirten Gleichung berechnet, und end- 
lich beide mit dem früher ausgeschiedenen Faktor multiplicirt. 

So ist beispielsweise jede, in anderer Form gegebene 


*) Anlage 3. 
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Gleichung 2ten Grades in eine solche umzugestalten , deren 
Unbekannte entweder beide ungerade: (2 «, 1), (2« a -f- 1), 

oder eine gerade, die andere ungerade: (2 n y ) und ( 2 n 2 -f- 1) 
sind. 

Im ersteren Fall ist: 

a = (2», -f- 1) -f- (2 « 2 -f- 1) = 2 («, -|- -f- 1) 

also gerade, 

b = (2 n t +.l)(2n 1 -)- 1) = 4 -j-2(w, -|-« 2 ) + 1 

also ungerade. 

Im anderen Fall ist: 

a = 2(«, +»*) + 1 also ungerade, 
ft 2n t (2n 2 + 1) also gerade. 

Ich schliesse hieraus, dass quadratische Gleichungen 
(nachdem, wie vorstehend gelehrt, gemeinsame Faktoren ihrer 
Unbekannten erkannt und ausgesondert sind), deren Koeffi- 
cienten zugleich gerade oder zugleich ungerade sind, rationale 
Unbekannte nicht haben.*) 

§. 2Ö. 

Die Vorzeichen der rationalen Unbekannten oder die- 
jenigen der Näherungswerthe von irrationalen, reellen Unbe- 
kannten einer Gleichung 2ten Grades folgen dem (beiläufig 
allgemeinen, für alle Grade der Gleichungen gütigen) Gesetz: 
so viel Folgen gleicher Zeichen unter den nach Höhe 
der Potenzen von x geordneten Theilsätzen derselbey, 
so viel negative Unbekannte und so viel Wechsel 
dieser Zeichen, ebenso viel positive Unbekannte hat 
die gegebene Gleichung. 

Denn 1) die Unbekannten seien — y t und — y 2 , also 
beide negativ, so folgt aus 

(*+yi)(*+y*) = 0: 

I. x 1 -)- ax ft =0 
also zwei Folgen. * 


*) Anlage 4. 

* 2 
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2) Die Unbekannten seien -\-y x und -|-y 2 , 80 ergiebt 
sich aus 

(*— y.K*— yi) = 0: 

II. x 1 — ax -j- 6 .= 0 

also zwei Wechsel; und endlich 

3) Die Unbekannten seien -f- y t und — y t , so resultirt 
aus (x — y,)(«-fyi) = 0: 

entweder, je nachdem y, grösser oder kleiner als y 2 , 

III. 1) x 1 — ax — ■' b — 0 oder 
2) x 2 -j- ax — 6 = 0 

in jedem Fall also ein Wechsel und eine Folge. 


Ist in einer Gleichung 2ten Grades a — 0, so entschei- 
det dasselbe Gesetz darüber, ob die Gleichung reelle oder 
imaginaire Unbekannte hat. 

Denn sobald a — 0, also ohne Inhalt ist, wirkt es so 
additiv als negativ gleich. — Man darf also, ohne den Werth 
der Gleichung zu alteriren , • sowohl -f- O.c als — Ox in die 
Stelle des Theilsatzes mit dem Koefficienten einer Dimension 
einführen. 

Setzt inan : 

IV. x 1 — 0a; -f- b = 0,. so würde die Gleichung nach 
dem ermittelten Gesetz zwei positive reelle Unbekannte ha- 
ben müssen; — setzt man dagegen 

• V. x 1 -j- Ox -f- b = 0, so würde sie zwei negative reelle 
Unbekannte haben müssen, ein Widerspruch, der sich eben 
nur dadurch löst, dass die Gleichung x 1 -f- b 0 die iraa- 

ginaireu Unbekannten x — V — b hat. 

Dagegen ist in x 1 — 6 = 0 dieser Widerspruch nicht 
vorhanden, da sowohl 

x 1 ' Ox — b — 0, als auch 
x 1 — O.r — 6 = 0 * 

einen Wechsel und eine Folge der Zeichen, also eine posi- 
tive und eine negative reelle Unbekannte haben, was mit 
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* = VT 

wirklich der Fall ist. 

§. 21 . 

Betrachtet man das vorstehend über die Auflösung der 
Gleichungen 2ten Grades Gesagte, noch einmal in seiner To- 
talität und zum speciellen Zweck, ein Gesetz über die Bil- 
dung derjenigen schliesslichen Hilfsgleichung zu finden, 
durch welche das Resultat der Auflösung (§. 1. 8) unmittel- 
bar herbeigeführt wird, so findet sich nur ein sehr allgemei- 
nes, nämlich: dass diese Hilfsgleichung die Darstellung der 
Unbekannten augenfällig ergeben oder durch schön bekannte 
Mittel herbeiführen müsse. 

Die Gleichungen 2 ten Grades gehören zu denjenigen 
vom Grade n. Die allgemeine Auflösung der Gleichungen 
vom «ten Grade von der Bildung einer Hilfsgleichung be- 
stimmter Form, z. B. x n — «q = 0, abhängig machen — 
wie dies stellenweis geschieht — scheint wohl konsequent, 
geht aber zu weit. 


Von den Gleichungen 3 ten Grades. 

§. 22 . 

I. x 3 — ax 3 -(-6a: — o = 0 

ist eine Gleichung 3ten Grades (eine kubische Gleichung) mit 
den bekannten Koefficienten a, b und c. 

Der . Werth von x ist zu ermitteln. 

Die Gleichung I. ist die allgemeinste Form der Glei- 
chungen mit 3 Dimensionen, die vollständige, sofern a, b und 
c Werth haben, — anderenfalls heisst sie unvollständig. 

§. 23. 

Es können — je nachdem einer oder zwei der Koeffi- 

2 * 
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cienten = 0 sind — sieben Formen der kubischen Gleichun- 
gen Vorkommen: 

1) x 3 — ax 2 -j- bx — c = 0 

2) x 3 bx — c = 0 

3) x 3 — ax 2 — c = 0 

4) x 3 — ax 2 bx — 0 

5) x 3 — c = 0 

6) x 3 -\- bx — 0 

7) x 3 — ox 2 — 0 

Die Gleichungen der 4ten, 6ten und 7ten Form sind 
eigentlich nur dem Namen nach solche mit drei Dimensionen, 
durch einfache Division aller ihrer Glieder mit x, beziehungs- 
weise mit x 2 , verwandelt man sie in solche 2ten oder lsten 
Grades; aber auch als Gleichungen 3ten Grades behandelt 
ergiebt es sich, dass unter ihren Unbekannten sich eine oder 
mehrere ohne Werth befinden, welche nach Einführung dersel- 
ben durch x — 0 die Bedingung der Gleichung in ihrer Tota- 
lität m 0 zu sein, ebenfalls erfüllen. 

§. 24. 

Zwei Gleichungen 3ten Grades mit gleichen Koefficienten : 

I. 1) x 3 — ax 2 -\- bx — c = 0 
2 ) Xy 3 — aXy 1 -|- bxy — c = 0 

ergeben subtrahirt: 

II. (.r s — Xy 3 ) — a(x 2 — Xy 2 ) -(- b(x — x t ) — 0 
oder (nach Division durch x — 

III. x 2 — (a — -f- (x t 2 — ax t -f-6) — - 0 
hieraus: 

si 

TAr ( a — #,)-}- l/~ — 3xy 2 ~\~2aXy a 2 — 4 b . 

IV. x — 2 — ; 

das heisst: für die Unbekannten einer Gleichung 3teu Gra- 
des bestehen drei Werthe, welche, wenn ich sie als Special- 
werthe mit y, , y 3 und y 3 bezeichne, wenn ich ferner einen 
derselben y t als Element zur Bildung der anderen mit den 
Koefficienten «, b und c benutze, sich darstellen lassen: 
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v. i )y l =y l 

oa .. — V, -f ¥d l —46 + y , (2a — 3y \ ) 

*> yi _ - 

2 

O, .. — y, — Ka l — 46 + y 1 (2a— 3y.) 

~ 2 “ 

daher: kenne ich eine der Unbekannten, so lassen sich die 
beiden anderen durch die Formeln 1 . und 2. herstellen.*) 
Aus V. folgt überdies nach Ausführung der Multipli- 
kation y % X 2 / 3 : 

VI. y-i y 3 = y, 2 — ay l b und hieraus 

vn. y t y*y 3 = y l * — «y , 2 + 

und weil y , 3 — ay t 2 + %, — c = 0 

VIII. y,y 3 y 3 = c. 

§. 25. 

Aus §. 24 und weil: 

I- i) y, = y . 

2 

. .. _ « — ;'/i + Ka 1 — 46 + y l (2a — 3y l ) 

' & ~ 2 

2 

O, .. _ « — .Vi — 'Ka' 1 — 46 + 2,(2«— 3y.) 

■V y 3 — 2 

folgt, 1), 2) und 3) summirt: 

II- {yi J ry 3 J \-y 3 ) = «• 

Ferner weil (§. 24. VI.): 

III. 1) y 3 y 3 = y, 1 — tiyj -f 6, und analog: 

2 ) = 2/2 2 — uyi + b 

3) y,y 3 = — «y a + t> 

(yiy 3 +y 3 y 3 +y 3 y 3 ) — (s^+^+ys*) — «* -f 36 

hieraus und weil 

(y* H-</ 3 > 2 = « 2 also: 

= (yl+yl+yD+tyiyt+yiyn+ytyi) 

4 ) Hyiyt+yiyt+yty*) = 36 oder: 

*) Anlage 5. 
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5) 1> = (y,i /2 + y,y» + y 3 y 3 ) 
überdies nach §. 24. VIII.: - 
IV. c = y.i/jys 

oder, die Fundamentalgleichung kann geschrieben werden: 

V. x t —(y l -\-y t -\-y i )x t +(y l y 1 +y l y i -\-y t y s )x—{y l y 2 y 9 ) = 0 
und ist = {x — yi)(x — y t )(x — y 3 ) = 0.*) 


§. 26. 

Wenn in der Gleichung: 

I. x 3 — i ix 2 -)- bx — c — 0, a und 6 = 0, 
so ergiebt sich: 

II. x 3 — c = 0; hieraus 

s 

III. I) y, =z VT und aus §. 24. V. (a = b = 0) 


2 ) y% 


2 ) y 3 


= V7( 


— l + K— 3 


) . 




mithin ist, wenn 

-\-V=3 


, , — l-pK — 3 

c=l: 2/i = l, y 2 = g , 2/s — 2 

Diese drei Kubikwurzeln aus 1. bezeichne ich, in der Reibe 
wie sie folgen, init a, a‘, a“ [oder wenn andere Wurzeln aus 
1. in Frage kommen, mit «(3), «(3)', a(3)’‘]**); = 1 = «. 

Ihre Summe ist = 0, ihre Kombinationen zu zweien = 0, 
ihr Produkt .= 1. 

Das Produkt von je zwei oder mehreren dieser Imagi- 
nairen ist stets einer von ihnen gleich, nämlich für die Pro- 
dukte zu zweien: 

cc.a' =1. a‘ — a‘ 

«.«"=]. a“ = a" 


/-l+y=3 


)C 


■V— 3 


') 


*) Anlage 6. 

**) Siehe auch §. 5. Anmerkung. 
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Alle Produkte von mehreren derselben lassen sich in 

* 

solche von zweien zerlegen und ergeben dann schliesslich das 
gleiche Resultat. 

Darum ergeben auch ganze Potenzen einer dieser drei 
Wurzeln immer wieder eine von ihnen. 

Hieraus folgt eine einfache Multiplikationsweise dersel- 
ben: wo sie Faktoren sind, summire ich die Apostrophe, be- 
rücksichtige a"‘ = 1 und erhalte dann stets wieder als Pro- 
dukt «, «' oder n“. 

§. 27 . ' 

Symmetrische Funktionen ihrer Elemente sind solche Aus- 
drücke, deren Werth durch keine Vertauschung dieser Ele- 
mente verändert *wird. 

Symmetrisch getheilt nenne ich eine symmetrische Funktion, 
wenn die beliebige Vertauschung von Elementen aus einem 
Theil den anderen herstellt. *) 

Alle KoefBcienten einer Gleichung des nten Grades las- 
sen sich durch symmetrische Funktionen ihrer Unbekannten, 
und umgekehrt: alle symmetrische Funktionen der Unbekann- 
ten einer Gleichung «ten Grades lassen sich durch ihre Ko- 
efficienten darstellen. 

Sobald ich es erlerne eine Gleichung auflösen, kann ich 
selbstredend auch jede Funktion ihrer Unbekannten durch Be- 
kannte darstellen, also auch alle Theile derselben.; der all- 
gemeine Beweis aber, dass alle ganzen symmetrischen Funk- 
tionen der n Unbekannten schon vorher, lediglich mit Be- 
nutzung derjenigen, welche die Koefficienten darstellen, zu 
berechnen sind , würde mich zu weit führen ; — ich werde 

*) Es hat aber z. B. eine symmetrisch halbirte symmetrische Funktion nicht 
etwa stets nur zwei symmetrische Hälften, sondern soviel wie Kombinationen 
n 

zu v, für n Elemente; wenn also z. B. aus den Elementen a , o, c, d die sym- 
metrische Funktion (a ■+■ b ■+■ c -f- d) gebildet und diese symmetrisch halbirt wird, 
so entstehen die symmetrischen Hälften (a-4-6), (a-f- c), (a -+-</), (t-f-c), (6 rf), ■ 
(c — ci), nun vertausche man die Elemente, und sie entstehen alle sechs wieder. 
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daher jede derselben, welche ich zu benutzeu habe, speciell 
berechnen, und ebenso nachweisen, wenn im einzelnen Fall 
symmetrische Theilung möglich ist. 

Ich bezeichne eine symmetrische Funktion, indem ich eines 
ihrer Glieder vollständig hinschreibe und die Zahl der Theil- 
sätze, welche sie enthält, mit n Th. aijgebe*) also wird z. B. 
die symmetrische Funktion der Unbekannten einer Gleichung 
3ten Grades : (y t *y t + y, *y 3 -f y t 5 t/, -f y t *y 3 + y 3 3 y, + y, »y*) 
bezeichnet: (y 3 3 y 3 . . ■ . 6 Th.). 

Die symmetrischen Theile einer symmetrischen Funktion 
schreibe ich stets voll aus. 

§. 28. 

Aus (yi + yz +ys) = « folgt (beides qqadrirt): 

i. (y^+yi’+ys 1 ) + = «* 

(yi s + y* iJ r y* *) = «* — 26. 

Führe ich in die Fundamentalgleichung die Specialwerthe 
der Unbekannten ein, so ergiebt sich: 

II. 1) y, * — «y, 1 + htji — c = 0 

2) yj’ — «yi 2 + by 3 — c = 0 

3) y.i 3 — «y* 2 -f %z — e = 0, sumrairt: 

4 ) (y^+y^’+ys 5 )— rt(y, 2 +yi 2 +y3 2 )+*(y,+yi+yj) 

— 3c = o 

5) (y, *. ...3 Th.) = a s — Sab 4* 3c. 

Aus a = (y, + y»+y s ) 

DI. 1) « s = (y.’ + y^ + y, 5 ) + 3(j/ 1 1 y 2 ...67 1 A.)4-6y 1 y 1 y 3 

2) a* = (a* — 3 ab 3c) -j- 3(y, 1 y 1 ... 6 TA.)-}- 6c 

3) (y i 2 y» • •• 6 Th ) = ab — 3c. 

Aus: 

IV. 1) y l 4 — ay l i -\-by l 1 — cy I =(y l i — ay l ' l ^by l —c)(y l ) 

— 0 

2 ) yi i -ay 1 *-\-by 1 1 —cy l =zO 

3) y 3 *~ «ys*-f Ays 2 — cy 3 = 0 summirt: 

4 ) (yi 4 4-yi 4 + ys 4 ) = (« 4 — 4a 2 A-f 4ac4-2A J ) 

*) Diese Bezeichnung bot mir, namentlich in höheren Graden, Vortheile ,» 
bei Berechnung dieser Funktionen und ist einfach. 
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Aehnlich entwickelt: 

V. (y , s -f- yi s -f- 2/s *) = « s — 5ö®6 -}- 5 « 2 c bah* — bbc 

und 

VI. (y , * -(- y % 8 -)- y a ®) — a 8 — 9«* — : 12 abc 

— 2b * -f 3c 1 . 

Aus: 

VII. 1) (y^+y^+y**) 1 = (y^.-.Z Th.) 

+ % , *.vi * ■ -t- y i ’.y* 1 + 2 / 1 3 ,vi *) 

2) (j/i*y* # +yi*y*'+2/* !, ys*) = (— 3«6c-f/» s +3c 1 )*) 

§• 29. 

Stellt man die drei Unbekannten einer Gleichung 3ten 
Grades zu Differenzen zusammen, so ergeben sich deren sechs: 
!• I) (,V, — 2/i ), (2/i — J/s), (3/a— 2/,) und: 

2) (y, — 2/s), (2/a— 3/i), ( 3 /*— 2/J- ' 

Ich habe diese Differenzen in zwei Gruppen und so geord- 
net., dass sich die Differenzen gleicher Quantität, aber ent- 
gegengesetzter Qualität niemals in einer Gruppe befinden. 

Das Produkt der sechs Differenzen bezeichne ich mit 
n [oder sofern die Produkte der Differenzen von Unbekann- 
ten mehrerer Grade konkurriren mit 7if3)]. 

Nach ausgeführter Multiplikation der sechs Differenzen 
ergiebt sich: 

II. l) n=—[{y]yi-\-ylys+yly l )—(y\ys+y\yi+y\y l )\' 1 
Die Ausdrücke: 

2 ) (y'\yi+y\yi+y\y,)= A ^(y]y»-\-ylyi+yly,)=B 

sind symmetrische Hälften der symmetrischen Punktion (y^y* 
...6 Th.); aus 1) folgt: 

3) n — — (A — B) 2 und aus 2) (y , 2 ^* . . . 6 Th.)=A -f- B. 
Es ist (siehe §. 28): 

III. 1 ) AB=(y*y 2 y a ^-y*y. l y i +y*y l yi)-\-(yiyl+y 1 iyl-\-ylyl) 

+ Zy\y\y\ 

2) AB = c(y, * — f- ya 3 y* 3 ) + (— 3u&c + 6 3 + 6c 1 ) 

3) AB — a 3 c — 6abc — |— 6 3 — f- 9c 1 

• 

*) Anlage 7. 
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ferner ist: A B — ab — 3c, also: 

IV. 1) A 1 + 2 AB -f ZU = «»t 1 — 6 abc + 9c 1 

4AB = 4 a % c — 24 abc -(- 4 b % -(- 36c 1 

2) (A — Z?) 1 ' = (— 4a*c4« 1 ö 1 418a&c — 4ö 3 — 27c 1 ) 
oder weil (A — Z?) 1 — — n 

3) -7T = (4a*c-|-4;^ 3 + 27c 1 ) — (a 1 !) 1 -f- 18a6c) 

2 

V. l) (jh— y*)(y*— y»)(y»— tyi) =K— tt 

• o 

2 ) (yi —#3)^3 — y*)(yt —yi) = — ¥—n. *) 

Jedes dieser Produkte (1 u. 2) heisse Differenzen einer Rich- 
tung. 

§• 30. 

Wenn sich die Unbekannten einer Gleichung 3ten Gra- 
des: I. x 3 — ax 1 -j- bx — c = 0 nach bestimmten Gesetzeu 
verändern und zu den so geänderten Unbekannten neue Glei- 
chungen gebildet werden, so sind die Koeffieienten der letz- 
teren aus denen der Fundamentalgleichung und mit Benutzung 
des Gesetzes, nach welchem die Unbekannten verändert wur- 
den, bestimmbar, sofern die nöthigen Operationen nicht unser 
Rechnungswissen übersteigen und, im gegebenen Fall, nicht 
etwa Kenntniss der Auflösung von Gleichungen 3ten oder 
höheren Grades voraussetzen. 

Einzelne Fälle solcher Veränderungen sind: 

A. Nehme ich an, es sei zu jeder Unbekannten das 
Element .? addirt, also (^i -(-?), (y 3 + s), iy* + ?) entstanden, 
welche Summen ich nun v , , v 3 , r, nennen will, — nehme 
ich ferner an, es sei zu v, , r 2 , v 3 eine Gleichung: 

II. x, 3 — - a t x t 1 4 — c, = 0 

gebildet, so will ich diese und alle ähnlich (additiv) entstan- • 
denen Gleichungen vorläufig: Gleichungen derselben Summen- 
gruppe (mit der Fundamentalgleichung) nennen. 

Berücksichtige ich die Entstehung von II. aus dem Pro- 
dukt : [x, — (y, 4 c)] Oi — (y t 4 ?)] Oi — (Vi 4 ?)] = 0 
• 

*) Anlage 8. 
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so folgt : 

III. 1-) — (« 3c) x, 1 (/> -|- 2«g -f~ 3? 1 ) — (c-)-/>c 

+ « 5 *+ s >) = 0 

oder: 

2) a, = (a-|- 3?) 

3) b , = (6 -f- 2 ag + 3? 1 ) 

4) c, =(c + &5 + «5* + s»)*). 

Die Gleichungen derselben Summengruppe haben gleiche 
Differenzen ihrer Unbekannten, weil 

5 ) (2/i —3/i) = [(3/i+c) — ( 2/1 + «)] = (», — »*) 

Es sind also diejenigen Ausdrücke, welche lediglich aus den 
Differenzen ihrer Unbekannten, oder aus diesen und sonst 
ganz gleichen Elementen gleichmässig gebildet wurden, in 
allen Gleichungen derselben Summengruppe gleich; so ist z. B. 

die Summe der Differenzen (— 0), die Summe der 
Kombinationen dieser Differenzen zu zweien, dreien 
u. f., die Summe ihrer Quadrate, Kuben u. 8. w., und 
endlich die Produkte der sechs Differenzen jeder die- 
ser Unbekannten 
unter sich gleich. 

Ich nenne solche Ausdrücke: die allgemeinen Beständi- 
gen der Gleichungen einer Summengruppe. 

Die Benutzung dieser Momente heisse kurz: die additive 
Hilfe. 

B. Wenn man sich die Unbekannten einer Gleichung 
zur nten Potenz erhoben und aus diesen Unbekannten neue 
Gleichungen gebildet denkt, so dass aus der Fundamental- 
gleichung nun: 

IV. 1) x 2 in — OiX^" -\- b 2 x 2 n — c 2 =0, mit den Unbekann- 
ten y, B , y t n , y s n entstanden wäre, so dass 

2) u 2 = {yi n +y 2 "+y% n ) 

3) b 2 =|/i"«/ 1 "+3/i"3/* Ä + 3/i"3/s" 

4) Cj = y”y 2 n y» n *) 


*) Anlage 9. 
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so nenne ich die, auf diese Art aus einer gegebenen entstan- 
denen Gleichungen, solche derselben Potenzengruppe. * 

Solche Gleichungen haben nicht dieselben Beständigen 
mit der Fundamentalgleichung, aber sie stehen in bestimmtem 
Bezug zu einander, weil Faktor von i/j" — y 2 ” ist. 

Die Benutzung der hieraus resultirenden Momente nenne 
ich: die potenzive Hilfe. 

Nehme ich endlich an: 

v 

C. Es sei die Fundamentalgleichung in allen ihren Glie- 
dern mit vi multiplioirt, also 

V. mx s — amx 1 -f- bmx — vic — 0 
entstanden, so sind damit die Unbekannten verändert, wenn 
ich mx* = x 3 3 setze. 

Die Benutzung dieser Momente nenne ich die multipli- 
kative Hilfe, deren Ilauptvortheil darin liegt, dass ich nach 
bestimmten Veränderungen an der Gleichung IV. damit eine 
solche bilden kann, wfclche Bedingungen in Bezug auf die 
Beständigen erfüllt, wie dies weder mit der additiven noch 
mit der potenziven Hilfe möglich ist. 

Ein Gemeinsames behalten diese Hilfsgleichungen mit 
der Fundamentalgleichung aber doch: war nämlich in letzte- 
rer ac — Funktion 6 2 , so ist für jede multiplikativ aus dieser 
entstandenen Gleichung: m\tc — Funktion wi*6*. 

Es gilt dies für solche Funktionen, welche bei gleicher 
Anzahl der Faktoren gleiche Dimensionen haben, so z. B. 
nicht für ab — Funktion e, welche nach multiplikativer Ver- 
änderung sich abin 1 e; Funktion me darstellen würde. 


§• 31. 

Die einfachste Benutzung dessen, was im §. 30 über die 
Umbildung gegebener Gleichungen auf additivem Wege ge- 
sagt ist, ist die Verwandlung einer solchen in die einer an- 
deren Form. 

Gegeben sei die vollständige Gleichung: 
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I. x * — a.r — c = 0 * . 

hieraus, durch Hiuzufüguug von g zu den Unbekannten, ge- 
bildet: 

II. ir , 3 — (a-f- 3c) 2 -f- (b -f- 2 ar£-j- 3? 2 ) x — ( c -\ - 65 -)- ag 2 -f- g 5 ) = 0 

also: 

III. 1) a, = 3$ 

2 ) by = b-\-2ag-\-3g 1 

3) c, = c + 6 S + «c l + c s *) 

Aufgabe ist es, aus I. Gleichungen zu bilden, in welchen 
entweder a x oder ö, gleich 0 werden. 

Es geschieht dies mittelst der Bestimmungsgleichungen, 
entweder a, = 0 = a -f- 3c, hieraus: 

IV. 5 = — oder auch mittelst 

b -j- 2 ag -f- 3s 1 = 0 
, , 2 « , a* a' — 'db 

S +¥ S + 9 = 9 


V. c = 


■a+K« 1 — Sb 


die Fortschaffung von e,' würde mit der Bestimmungsgleichung 

A O * O ö O 

0 — c — (— 6 c: — |— — J— e 3 

wieder auf eine Gleichung 3ten Grades führen, also noch 
nicht möglich sein; die Fortschaffung von « und />, so, 
dass ich a t = 0 und b, — 0 machen wollte, würde nur be- 
dingungsweise möglich sein. Aus IV.: — ^ = 5 ; führe ich 

ö 


dies in III. 2) ein, so folgt: b 


2a 1 , a» 

T + 3 = b ' 


b - 3 = 0; 

Diese Art der Umwandlung ist also für alle Gleichungen, 
in welchen 3 b a 1 , unmöglich. 

Dagegen wäre die additive Verwandlung einer vollstän- 


*) Anlag« 10. 
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digen, in eine Gleichung von der Form 

,r, * — c, =0 

wohl möglich, wenn ich die Aufgabe so fasse: es sollen in 
der neuen Gleichung: 

x, i — a l x l t -\-b l x l — c, = 0 

1) «,#, — b l =. 0 und 

2) x v 5 — c, = 0 

werden; ich hätte dann aus 1) und 2) erst zu beseitigen 
und dann g zu bestimmen. 

Da aber dies Verfahren wieder auf eine kubische Glei- 
chung führt, stehe ich von weiteren Untersuchungen ab. 


§. 32. 


Aus jeder Gleichung 3ten Grades kann man, weil 
( a -|- 3?)=0 vom 1 sten Grad ist, nur eine solche bilden, 
deren Köefficient mit einer Dimension fehlt; diese einzige 
ihrer Art in derse lbe n Summ cngrup pe nenne ich darum 
die Kapitale, und die Gleichungen der Summengruppe, zu 
welcher sie gehört, Gleichungen dieser Kapitale. 

Weil die Kapitale allen Gleichungen derselben Summen- 
gruppe gemeinsam ist, müssen ihre Koefficienten Funktionen 
der Differenzen ihrer Unbekannten sein (§. 29). Wenn ich 
die Kapitale konstruire, so ergiebt sich Bestätigung dieses. 
Schlusses. 

Fand sich nämlich (§. 31. III. 1) — a = 3c, also g — — -g 


so folgt hieraus und aus ib. pos. 2: 
6, =r i-j-2a?-j-3s l 

i. ö. = - a !±g. 6 . 


Endlich aus: 


c t r=r c-(- ö?-j- as*-j-e s und aus g 


II. 


2a 3 —9ctb+21c 

27 
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Das Bild der Kapitale ist also: 

m. + 


(*. = («-£)) 
/2a 3 — 9a6-)-27c 
l 27 . 


= 0 . 


Es findet sich aber ferner: 

IV. 1) Summe der 6 Differenzen = 0 (Koefficient mit einer 
' Dimension) 


2 ) (y , — y*)*+(y*- —y*)* + (ys— 3/,) 1 =2 (y , 2 +2/* 2 +y s 2 ) 
— 2(2/13/2 +2/1 ys+y*y»)= 2(«*— 3 *) = — fi( — 


Ich nenne den Ausdruck: — a* + 3i das erste Bestän- 
dige*) dieser Kapitale, weil als Funktion der Differenzen 
allen dazugehörigen Gleichungen gemein und schreibe ihn 
kurz: A. 


3) Das Produkt der Differenzen ist : 

V. n = [(4aV + 4&» + 27c 1 ) — (a 2 6*+18aic)] (§. 29.) 
oder 27 n= i08«»c+ 108Ö 3 — 27a 2 /, 2 — 486«fo? + 729c 2 

hie L rZU ~ 4A3 [ = 4«“ — 3Ga 4 6 — 108/> 3 + 108« 2 /» 2 • 

(beständig) ) 

also bleibt beständig: 

IV. (4a® — 36a 4 6-[- 108a*c -f- 81a*/> 2 — 48 6abc-\- 729 c 2 ) 

= (2« s — 9a/>+27c) 2 . 
Ich nenne diesen Ausdruck, weil ebenfalls Funktion der 
Differenzen aller zur Kapitale III. gehörigen Gleichungen, 
deren zweites Beständiges, und setze fortan: 
ß = (2a* — 9 ab -j- 27c) *). 

Alle anderen, bei den Gleichungen derselben Kapitale 
vorkommenden Beständigen müssen aus A und B durch ein- 
fache Rechnungsoperationen zu entwickeln sein, denn wäre 
z. B. für zwei Gleichungen derselben Kapitale: 

1 ) x 3 — ax 3 -\-bx — c = 0 


*) Die Beständigen sind gewissermaassen willkürlich so genannt (es könnte 
36 — 0 * 

auch 36 — o*, — u. s. w. als Beständiges bezeichnet werden), aber mit 

Rücksicht auf Bequemlichkeit beim Gebrauch. 
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2) a l * — «,#, 6,,r, — r, = 0 

ausser: 3) — a*4~36 — — a, 1 4 _ 36, 
und 4) 2a* — 9«6 — |- 27c = 2a, * — 90,6,4-270! 
noch ein Drittes von den ersteren beiden unabhängiges Be- 
ständiges vorhanden, etwa: 

5) Funktion a.b.c — Funktion a, 6, r, 
so würde ich aus den drei Gleichungen 3), 4), 5), 'für a, 6, 
c gegeben, a,, 6,, c, bestimmen können; in diesem Fall wür- 
den also nur zwei Gleichungen 3ten Grades derselben Sum- 
mengruppe angehören. 

§• 33. 

Unter Benutzung der Ermittelungen im §. 32 werde ich 
also die Kapitale derselben Summengruppe jetzt: • 

T , A B 

I- *i +y x i — 27 — ° ) 

schreiben und mich bei den weiteren Operationen im geeig- 
neten Fall der Gleichung zweiter Form als Basis be- 
dienen, weil ich die damit gewonnenen Resultate ohne Rech- 
nungsschwierigkeiten auf jede andere Form der Gleichungen 
anwenden kann. 

Aus dem Gesagten folgt überdies noch: 

1) Dass etwaige, in der Auflösungsformel für a vorkom- 
mende Radikalien solche sein müssen, deren Dignant keine 
anderen Elemente, als die Beständigen A und B hat; denn 
wurden die Unbekannten der Kapitale ermittelt (und hierbei 
können als bekannt eben nur A und B fungiren), so findet 
sich aus: 

H. .(*— g) = *l 

die Unbekannte y, der gegebenen Gleichung durch Hinzu- 
fügung des rationalen Elements ohne jegliche Veränderung 

ö 

der vorhandenen Wurzelgrössen. 

. *) Anlage 1 1 . 
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2) Dass die Formeln für die allgemeine Unbekannte (.r, 
#, , x 2 . . » .) aller Gleichungen derselben Kapitale kongruente 
irrationale Elemente haben müssen, während sich die Grösse 
der rationalen nach derjenigen der Koefficienten mit einer 
Dimension richtet. 

§• 34. 

1) Eine Gleichung 3ten Grades, deren Unbekannte gleich 
sind, heisst der Kubus; seine Form ist: 

x 3 — 3«# J -j- 3a 1 #— a 3 — 0 

und wohnen ihm die Beständigen A = B — 0 bei, seine Un- 
bekannten sind, jede = a. 

2) Eine Gleichung, deren Unbekannte sich zu einander 
verhalten wie: a zu «' zu a ", heisst die reine kubische Glei- 
chung; die Form derselben ist: # 3 — c = 0; in derselben ist 

3 s _ 3 

A = 0, B — 27 c, die Unbekannten sind “Ko, ( i Kc) i , (‘Kc) ,< . 

3) Eine Gleichung 6ten Grades von der Form: # s — ax 3 
-u> — 0 ist im engeren Sinne und für x 3 Gleichung 2ten 
Grades ; ihre Unbekannten sind 


> 



Dieselben sind reine kubische Gleichungen, also auflösbar. *) 

Alle diese Formen kann und werde ich zur Auflösung 
einer Gleichung 3ten Grades benutzen und diese Auflösung 
überdies noch auf anderem Wege erreichen. 

§. 35. 

Der Kubus: x 3 — 3a# 2 -|-3 a 2 x — a 3 = 0 hat die Bestän- 
digen A — 0 und B — 0. 

Je nachdem ich also zu einer, mit anderen Beständigen 

*) Anlage 12. 

3 
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gegebenen Gleichung eine Hilfsgleichung finde, deren eines 
oder beide Beständige gleich 0, desto mehr nähere ich mich 
der Form des Kubus und somit der Auflösung der Grund- 
gleichung. 

Gegeben sei: 

I. — c — 0. 

Es ist, wie schon bekannt, auf additivem Wege eine 
Hilfsgleichung, welche die Beständigen des Kubus hat, nicht 
zu bilden, wohl aber eine mit anderer Eigenschaft des Kubus, 
nämlich: 3rt,c, = ö l * [im. Kubus 3.3«. a 3 = (3a 2 ) 1 ]. 

Die Hilfsgleichung, welche diese Bedingung erfüllt, sei:. 


II. .r, 3 — «,«, 2 -f-ö,#, — c, =0. 

Nach additiver Entwickelung dieser Gleichung aus I. 
ergiebt sich: 

III. 1) a t — 0 -)- 3g — 3g 

2) b, = 3g 2 + b 

3) C! = g 3 + bg + c 

4) a - ! = x -[- g! Also, damit 3«i c t = 2 : 

9g(g 3 -f- bg-\- c) = 9g 4 -)- 66g 2 -)- 6 2 • 

5) 36g 2 -f 9cg — ö 2 = 0 

Aus 5) ist g bestimmbar, nämlich (weil n — 46 3 -|- 27c 2 ) 


IV. 1) g 


2) a\ 


9c -f- tydn 


6b 


also : 


9c ty‘Ü7T 
2b 


Es ist ferner nach Einführung von 1) iti III. 2): 

2 

, 46 3 -|-27c 2 — ScVSn 

3)6, = -gj, • 

o 

n — 3c'\^3n 

~ 2b 1 


oder wenn a, hier eingeführt wird: 

2 
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Weil nun c so' konstruirt ist, dass 3«iCi 
so folgt aus 4) : 

2 

( «i V&t) 1 «iTT 


6 t 2 oder Cj = 


V 

3«i 


5) c t — 


96* 


27o a 6* 

6) iCt = tf-j-?. 

Führe ich die Werthe 4) und 5) in II. ein, so entsteht: 


1 II fl l 

v. iTi s — 


«i7T 


= 0 


96* 

in welcher Form kenntlich: StfjCi = 6,*. 

Ich beabsichtige nun, diese Hilfsgleichung der Forfn des 
Kubus noch weiter zu nähern und in eine solche umzubilden, 
in welcher — da die absolute Herstellung des ersten Bestän- 
digen = 0 nicht möglich ist — ein Moment enthalten, das 
der Form .4 = 0 ähnlich, wie diese benutzt werden kann. 

Ich wende hierzu die multiplikative Hilfe an, vervielfäl- 
tige alle Glieder von V. m mal, so ergiebt sich: 

2 _ 

VI. I) m.r r * — muyXy * -1 - , )h .. 

Bilde ich diese Gleichung nun weiteir um in: 


ma x n _ 


, „ . vuiyVEn 

2 ) Xy * — mctyXy * -\ x t - 


ma t 7t 


= m), 


36 1 96* 

so lässt sich vi wirklich in einer Art bestimmen, dass, falls 
ich den Ausdruck links der Gleichheit für sich betrachte, 

dessen erstes Beständiges = 0 wird, nämlich: 

2 

3»i« 1 ‘K37r 


3) VI 2 (ly * = 


36 


4) m = 


fer 

a x 6 


Substituire ich den Ausdruck 4) nun wieder in 2), so ent- 
steht : 

2 2 . 2 

tySn 7T nftlfor (rtj6 — 

96* 


. VII. 1) 


"6^ li+ /7* Xl 




Uyb 


3* 
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ln dem Ausdruck links der Gleichheit ist, wenn auf ihn 
allein die Theorie der Beständigen angewendet wird: 


2 



Jener Ausdruck ist also Kubus und zwar: 
mithin aus VII.: 


VIII. 1) Xl -^ = x l 


«i b — K3y 




2 



2 ) X \ 


V?>7 




Wird berücksichtigt, dass Xl so folgt hieraus für • 

Gleichung I.: 

tv n , ¥%n 

IX. 1) x = — g -1 s 




und weil 


2) ff = 


3) Cf! — 


4) a x b 

’fi) 


— 9c — (— 'Kiln 

2 

— 9c + K3^ 

2b 

2 

— 9c -f- 'Kdzr 


2 

2 2 

« 1 ^ — ty'dn 9c — (- •'Kl 

«i/> • 9c — i^37r 


(Uc+KottF 

12/) 3 
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X. x — 


■ 22 - + 


■{ b+ Y^±^ä') 


. ' 27 C + 3K3tt . , 

oder wenn ich — = i 3 — 1 , also: 

u 


27c — 3^3^ — 27 £* 


setze : 


VT _ — 35* , 'K3^ 9 b* —fih*i*+ l¥$n 

AI. x— j + a6 + ,-,— I(U + i*) 

2 2 

ein Ausdruck, welcher, weil ]/?/ drei und ]/h zwei Bedeu- 
tungen hat, sechs statt der genügenden drei Resultate ergibt; 
dies hat er aber mit der bisher allein gebräuchlichen carda- 

nischen Formel gemein, und komme ich darauf zurück. 

2 

Dadurch, dass t"37r in der Formel nur gebunden vor- 
kommt, resultiren im einzelnen Fall denn auch wirklich nur 
drei Unbekannte für I. *) 


§. 36. 

Während sich aus der gegebenen Gleichung: 

s 

x 3 — 3«.r 1 -f-3öo: — c = 0, z= a-f- 1 /"«* -f- c 
mit Leichtigkeit findet, vermag ich, wie schon im §..35 er- 
wähnt, die allgemeine Gleichung 3ten Grades 

I. x 3 -\-bx — c — 0 

additiv und wegen der Unwandelbarkeit ihrer Beständigen in 
eine von der Eingangs erwähnten Form nicht umzubilden. 
Auch die Gleichung der Potenzen 2ten Grades: 
x*-\-2 'bx*-\-b 3 x 3 — c*=0 

wird die Eigenschaft A — 0 nicht haben, denn wenn ich sie 
als Gleichung 3ten Grades für x 1 betrachte, so ist A = 
(— 45* +35 1 ) = — b*. 

*) Anlage 13. 
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Wohl aber kann additiv eine indirekte Hilfsgleichung ge- * 
bildet werden, in welcher = (.r-j-g) und c so gewählt ist, 
dass wenn zu dieser Gleichung: 

II. 1) — 3s«! 1 — (e ~f~ 6g-}~ S 3 ) — 0 oder: 

2 ) * — a ,«, 2 -|- 6 ,#, — e * = 0 

diejenige ihrer Unbekannten in zweiter Potenz, nämlich: 

III. x* — (ff, 2 — 2b 1 )x 1 i -\-(b 1 ‘ t —‘2a 1 c l )x 1 1 — c, 2 =0*) 
gebildet wird, in letzterer (für .r, 2 Gleichung 3ten Grades) 
das erste Beständige, also: 

IV. 1) — (« 2 — 26,) 2 +3(6 2 -2a lCl ) — Ö oder: 

2) o* — 4a 2 6, -|- 6ff,c, -|-6 2 =0 wird. 

Ich schicke voraus: 

V. 1) «j — 3?, a 2 = 9g 2 , a* — 81c 4 

2) 6, = (3g 2 -)- 6), b 2 = (9g 4 -f- 66c 2 + 6 2 ). 

3) a 2 6, = (27g 4 + 96g 2 ) 

4) Ci = (g 3 + 6g-f-c) 

. 5) a t Ci — (3g 4 -)- 36g 2 3cg) 
und es folgt aus IV. 2): 

VI. 1) (« 4 — 4a}6-f- 6ff,c, -f- 6 2 ) — ( — 126g 2 -|- 18cg-(- 6 2 ) 
also: 2) g 2 — |^g — ^ = 0 oder: 


3) e 


9c -j- ty3n 


126 


(f , 2 96 l 2 

Setze ich nun in III. für 6 2 — 2 « l e 1 den Werth — — 

ö 

weil (« 2 — 26,) 2 = 3(6 2 — 2«,c,), und formire damit: 


VII. 1) — ( u\ — 2bi)x\ -j~ 


(«(-26.) 2 

3 


■ c 2 = 0 oder: 


= _(^)’ + iM«„dhie„„»: 


*) Man findet diese Gleichung für diejenigen aller Grade nra leichtesten, 
wenn inan die geraden Potenzen von x (und c) auf eine Seite, die ungeraden 
auf die andere von = setzt und beide Theile quadrirt. 
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VIII. = e i— y~<«| — 2 ^) *— gl£l und 

o 

2 

IX. x — — — 2 b x ) — ■‘K(a 2 — 26j) 3 — 27c* 

3 . 

In dieser Formel sind g, a x , b x und c x . bekannt, der 
Werth von x kann also bestimmt werden.*) 

§. 37. 

Wird angenommen, es sei in der Gleichung: 

I. x 3 -f- bx — c = 0 

die Unbekannte x in zwei Summanden, m und «, zerlegt, für ‘ 
welche als zweite Bestimmungsgleichung gewählt wird : 

II. m 3 -\~n 3 — c 

so erhält man nach Einführung von x = m-j-n in I.: 

III. 1) m 3 -\-n 3 -\- 3mn(m -)- w)-)- b(m -|- n) — c — 0 

oder weil (II.) (w 3 -)-« 3 ) = c und nach Division durch m -j- n 

2 ) 3 mn -)- b = 0 , mn — . 

ö 

Aus II. folgt: 

IV. 1) (m 3 -|-n 3 ) 2 — m* + »•-}- 2m 3 « 3 = c 2 


aus m. 2): 


4»i 3 « 3 = 


-4b 3 


27 


, also: 


27c 2 + 4 b 3 


27. 


2) ( m 3 — n 3 ) 1 — ni 3 -\-n * — 2 vi 3 n 

Aus . m 3 -\-n 3 — c, und aus . 

2 

, l/27c 2 +46 3 . * 

1 — n s = yP ergiebt sich: 


»r 


3) m a 


27 


*) Siehe Anlage 14, — dort auch Bemerkungen über die Sechsdeutigkeit 
von x nach dieser Formel. 
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und hieraus, nachdem ich 4£> 3 -|-27c 2 = 7r’(§. 29. IV. 3) gesetzt: 

3 


V. 1) „ - 


3 

3 _____ 

1 / 27 « - 3 ^ 3 » 

2 ) w = K - 2 — 

3 

VI. + = , = 


und 


oder, weil — 3 mn = b also n — -zr— — -z— 

dm 3 


m , 


VII 


^ ?7« + 3K3g 


36 


<J/~27c + 3^ 

o 


3. 

oder, ebenfalls weil — 3/»» = h also m = 


— 6 


yhl, = K 27c -; 3 ^ - 


36 


27c— 3^^ 
2 


Im Fall VI. ergeben sich neun fF37r ist gebunden, sonst 
36) Wertbe für .r; diese Formel ist also unrichtig, denn unter 
diesen neun Werthen sind sechs falsche.*) 

*) Ich lasse mich näher auf diese Unrichtigkeit ein, weil sie gangbar ist, 
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Die beiden Formeln VII. und VIII. bestimmen jedesmal 
* nur 3 Werthe für .r; sind diese 3 Werthe gruppenweis die- 
selben, so sind beide Formeln richtig und ich darf mich ganz 
willkürlich der einen oder der anderen bedienen. *) 

Und es siud in der That beide Formeln richtig. 

Ich setze: 

s 3 


2 


¥ 


27e — 3^37 


l 2 


und benutze die demnächst eingefuhrte Bezeichnung: 

3 3 

27c-+-3 | /27c — 8^3 V 

2 = V ä" = 

3 

Die gedachten 9 Werthe entstehen aus der Dreideutigkcit von «j . i a = j/ — 276 :i - 

3 

Die dritte Wurzel von [/* — 276 :l ist nämlich sowohl — 3 6, als auch • — 36' 
und — 36". 



Werden die 3 von 6 Werthe als Koefficienten einer Gleichung der zwei- 
ten Form gesetzt, so entstehen : 

1) x 3 -f.6x — c ss 0 mit den Unbekannten yi, yj, ya 

2) x 3 -f- b'x — c = 0 mit den Unbekannten yi", 1 / 2 “, 1 / 3 " 

3) x 3 -f-6"x — c = 0 mit den Unbekannten 1 / 1 yp, y:t‘ 

Dass, wenn yi der Gleichung 1) genügt, y\" derjenigen 2) und yp der- 
jenigen 3) genügt, ergiebt sich nach der Einführung dieser Unbekannten in 
die betreffenden Gleichungen, welche (2 u. 3) sich alsdann in 1) verwandeln. 

Aus Multiplikation der 3 Gleiehungen 1), 2) und 3), nämlich aus [(x 3 — c) 
-+- 6x] [(*» — c) -1- 6x'] [(x 3 - c 1 -f- 6x"] = 0 folgt : (x 3 — o) 3 -+■ Wt* = 0 oder : 
x 9 — 3cx® -f- (3c 3 -f- 6 3 )x 3 — c 3 — 0, deren Unbekannten eben die oben (bei 1 


l| -f- ty 

bis 3) genannten sind und sich durch x = — - — darstellen. 

3 


*) Ich werde für die Folge zwar stets: 


-¥ 


27c-+-3'K3rr 


36 




für die Gleichung ‘der zweiten Form benutzen, weil die allgemeine Rechnung 

mit Positiven bequemer ist; — sind aber 6 und c Zahlen, so dürfte der ent- 

z 


gegeugesetzte Fall leintreten: 



giebt kleinere Zahlen, 


die 


Extraktion der Kubikwurzel wird also leichter. 
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also aus VII. und VIII. würde, wenn: 

... 3 6 . 36 

1) *, — — »j r-, folgen: 

?i ij 

3 3 

2 ) — 3 bi- x — — 36 *! 

3) — h) — 3i(tj ?j) 

4) *',4 = — 36. 

Dies ist a.ber wirklich der Fall, die Annahme: 
• 

1 «i ' « *» 

also richtig. *) 


Die scheinbare Willkür in Auswahl der Wirkung des 

2 

Elementes ty'iit hat trotz alledem ihre formelle Bedeutung, 

3 

denn der Gleichung, welche + / als Radikalie hat, korre- 
spondirt eine solche, deren Unbekannte die Negativen der- 
jenigen der Ersteren sind und welche Gleichung sich 6.r 
-)- c — 0 darstellt. 

Für Letztere ist die Radikalie: 

3 

_?U + 

~ V 2 

u 

also das negative ?’j, welches nach der gegebenen Erklärung 

+ 36. 

= — ist. 


*) Die Bedeutung von t und 1 will ich für alle Folge dahin festgestellt 
wissen : 

dass t in jeder Formel, in welcher es vorkommt, die dazu gehörige 
schon bekannte oder in derselben Formel bereits einmal vollständig 
ausgedrückte Irrationale wiedergeben soll, und / = t 3 ist. 

», «i, *2 u. s. w. bedeuten korrespondirende Radikalien , in Formen, wie sie 
sich aus der Sachlage jedesmal bestimmen. 
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Führe ich statt x in VIL und VIII. den Specialwerth 
y x ein, so folgt: 


IX. 


3) y» 


'27c + 3^3w 

U 

2 i 

3 


'27c + 3^3^' 

U 

2 

i l 

3 


' 27c + Win 

3 b 


2 

3 


oder weil ' — = a" und — = a‘ 
a a 

■xr u .3 b 

X. 1) y x =r l—-r 


3A“ 

2) y % = i‘~— 


3) y*=i“-~% 


§. 38. 

Für die vollständige Gleichung 3ten Grades: 
I. x s — ax 2 -\-bx — c = 0 
sind die Beständigen: 

. A — — a*-j-36 

B = 2 a s — dab-\-21c 

also die Kapitale: 

ii. -t+4*-£=o 


*) Anlage 15. 
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und die Unbekannten derselben: 


/ 


a \ 

/ 

« \ 

«1 ={l 

1 

*<s 

1« 

1! 

i 

“3/ 

< »s — , \y 3 - 

' 3/ 


Diese Unbekannten sind, als Funktion von a, b und c 
dafgestellt: 


III 


_ ^ fß + ViA- H-g* A 


also x (in Gl. L): 


Q 

IV. 


oder V. y, = a -| - i r 


. , A A“ 

y% = «+*' — ^ = u + 1 ‘ — - 


, ,, A ,, A' 

2/s — o+i"— = «+*" j 


§. 39. 


Der Ausdruck t — 71 lässt si 


sich als Funk- 


tion der Unbekannten y,, y 2 , y 3 darstellen. 
Gegeben sei: 

I. x 3 — ax 2 -j-bx — c — 0; also: 

TT , • ('-«*+ 3b\ L . 

II. y, = «+*—! — hie 


hieraus : 


3 


III. — 3y,)i = — « J -j-3i und 

IV. 1) , _ (3y, — «) + - %7)* + 4(- « ^7 , 3 dcr _ 
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.• _ (%■—«) + K— 3(a*— 46 + 2ay, — 3y») 

1 — o 

Nun ist (symmetrische Funktionen): 

Y. a 2 = y\-\-y\+y\-)r2y ,2/i + 2y,«/, + 2y^ 3 
— 46 = — 4y, y -1 — iyi y» — 4 y 2 y 3 

2ay l = 2 y 2 + 2y, y 1 + 2 y, y, 

— %i = — %? 

also: (a 2 — Ab-\-2ay l — ‘6y\) =z {y\-\-y\—2y 2 y i ) = ( — y^Y 
hieraus folgt: 

2 2 

YI. (y t — y 3 ) V — 3 = V— 3(a \ — Ab -j- 2ay l — 3 y\) 
womit sich zwei Bedeutungen für i ergeben. 

Wird nämlich berücksichtigt, dass (By, — a) — 2y l — y% — y% 

so ist wegen der Doppeldeutigkeit von ]/'— 3 entweder: 

vii. i) i — ( 2yi ~ !h —y^~ 3 

2 


oder: 


= !/i + 3 /*( — ") + ^ 3 ( 

2 _ 

2) i — ( 2 y » — y* — y* ) — (y* — y» )V— 3 




yi 


2 

+yi( - l ~j^ ) + y*(~ 

Ich schreibe dies: 

VIII. 1) i \ — (yi+J/i'+ys“) oder 2) ? 2 — fe/i +2/»"+^') 
Da nun nach ausgeführter Multiplikation: 

- A 
ü 


-l+¥—3) 


2) t\.i t — a 1 — 36, ix 


so ergiebt sich nach Einführung von VIII. 1) oder 2) in II.: 
( l Ji ~t~y» +*/») + (y» H~y»'+ys")~Hyi ~f 


IX. 1) y v = -~ 


oder 


ov O/i +,y»4- ,y 3 ) f O/i ~r .v -2 " ' t‘.y .i ‘ J + (.v i -{ yi 4-y»") 

y i — -3- — 


in beiden Fällen dasselbe Resultat. *) 


*) Anlage 16. 
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§• 40. 

Ich nenne: 

I- 1) (#i 4'3/i , + 2/*") 2) (y, + 2 / 2 " + y»') 

3) (y*4-y*'+yi") 4) (y 2 +y»"-t-yi‘) 

5) (y s +yi* + ys") 3) (>ji -\ryi“ 
■Auflösungssummen, und zwar 1) und 2), 3) und 4), 5) und 
G) korrespondirende Auflösungssummen; das Produkt dieser 
Korrespondentien ist allemal — a“ 1 — 36, werden sie zu « 

addirt, so ist die Summe eine der Unbekannten. 

Die Aehnlichkeit der Bildung jener Auflösungssummen 

mit denen im §.13 für Gleichungen 2teu Grades, leuchtet ein: 

s 

während dort die beiden Fl mit den möglichen zwei, sind 

3 

hier die drei U 1 mit den möglichen drei Unbekannten der 
Grundgleichung zur Formation dieser Summen kombinirt; aber 
während im 2teu Grade für die zwei Unbekannten auch nur 
zwei Auflösungssummen vorhanden waren, giebt es hier zwei 
Gruppen von je drei solchen Summen, also 2x3 — G, und 
sind alle sie zur Darstellung der Unbekannten gleich ver- 
wendbar. 

Mehr als diese sechs Auflösungssummen giebt es nicht; 
denn betrachte ich die drei Wurzeln aus 1 als Bezeichnung 
der Stellungen der drei Unbekannten: 

, -1+^=3 -1-K=3 

1 2 2 

yi y% 1/3 

so sind, wenn ich y t an seiner Stelle belasse, zwei Stellungen 
für y 2 und y 3 möglich (y, , y 2 , y, und y, , y 3 , y 2 ), eben so 
viel, wenn ich y 2 und wenn ich y 3 unverändert stehen lasse, 
also 2x3 = 6 und nicht mehr. 

In den Gruppen verhalten sich die drei in I. unterein- 
ander gestellten Ausdrücke wie cc:a l :tx“. Es ist nämlich: 
II. 1) (yi-fy^ + ys'Oa' = (y s +y 2 "+y,') 

2 ) (yi+yi+y*")«" = fy*+yi"+ys') 

mit analoger Anwendung auf die Gleichungen I. 2), 4) u. 6). 
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Hieraus resultirt, dass die.- drei untereinander gestellten 
Auflösungssuimnen, jede durch eine andere dritte Wurzel des- 
selben Dignanten, herzustellen sind. 

Endlich wird: 

III. l) (yi+y»‘+y»")*= : (y?+yi+yt)+%*2/i-t-2/l2/s+2/Iy»)' 

+ %?y> + y ly* + yjyi )" + % 

= (y ? +y*+y*)— |(y?y* • • • • 6 TL ) 

o i 

+ 2 (y]y*+yly»+ylyN—3 

*3 * _ 

— p\y» + yly* -\-y\yiW —' 3 + ß c 

2) (yi +yT ,J ry*Y= (y * + y I +y ü) — Hy* • • • • 6 Th.) 

o 2 

— y(y ?y* + y ly* +y\yi 

o ^ 

+ Y<y?ys 4-y*y* +y\yi^ c= ^ + de 

oder, wenn ich (yi +yi‘ + y 3 ") = n, (y, + y»"+y s ') =i* 
setze, sowie nach Einführung von 

(y? +y*+y») = « s — 3«&-j-3c, (y?y»...6 TA.) =; «6 — 3c und 

2 

(.yjy» +yjys +ysy»)— (y?y* +y;|y» +y|yi) = 'K— «: 

2 3 

T „ ,, (2« s — 9a6 + 27<r)-|-3'K3ff B+a¥3n 

IV. II Ir zzz — — 


2 ) 


. (2a 3 — 9a£>-j-27c) — 3^3 n B — 3’K3tt 


1 ~~ 2 

Hieraus : 

V. 1) (<} + **) = 5 

(2a* — 9a&-j-27e) 3 — 27 tt 


2) t * X i* = 


= 1- 


/4a 8 — 36a*b -f 108a 3 6 3 — 108fr 3 ^ 

= —A\ 

Damit resultirt, wenn die Ausdrücke * 3 und t 3 als Unbe- 
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kannte einer Gleichung 2ten (6ten) Grades betrachtet werden: 
VI. .z® — B.c 3 — A 3 = 0. 

Diese Gleichung nenne ich Bestimiuungsgleichung der Auf- 
lösungssummen. — Aus derselben folgt wieder: 


• VII. 1) i 3 = 


B 


A 3 + B 1 
2 


I 3 zzz 

I A 


B-¥~4A*-\-B 3 


2) = ¥ l+VIf+B' 



3) f, = -r A und t\ = *) 

(, «2 

Diejenige Art der Auflösung von Gleichungen 3ten Gra- 
des, welche hierauf basirt, scheint von Bedeutung, weil sich 
nun ein, bestimmten Auflösungsarten der Gleichungen 2ten 
und 3ten Grades gemeinsames Gesetz ergiebt: 

man bilde die Bestimmungsgleichung der Auflösungs- 
summen, welche letztere sich aus den n Unbekannten 


und den n Werthen von 'Kl darstellen lassen, und 
deren Koefficienten Funktionen der Koefficienten der 
Gruudgleichung sind, ermittele das Gesetz, durch 
welches die korrespondirenden Auflösungssum- 
men zu erkennen sind (im 2ten Grade gab es deren 
nicht, weil stets die* beiden möglichen Auflösungs- 
summen verwendet werden), und bilde Agregate von 
a und diesen Auflösungssununen, dividirt durch », 
die Zahl, welche den Grad der Gleichung angiebt. 

Auch in anderer Beziehung stellt sich eine kenntliche 
Verwandtschaft heraus: die Bestimmungsgleichung der Auf- 
lösungssummen 2ten Grades (zugleich Gleichung der Diffe- 
renzen) war eine solche 1 sten Grades im engeren Sinne, also 
zur direkten Hilfe hei Auflösung der Gleichungen 2ten Gra- 
des geeignet; die Bestimmungsgleichung der Auflösungssum- 
men 3ten Grades ist im weiteren Sinne vom 6ten, im engeren 


*) Anlage 17. 


! 


- 
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vom 2ten Grade. Jedesmal lagen also Specialfälle solcher 
Gleichungen höherer Grade vor, welche um ihres Grades 
willen noch nicht auflösbar schienen, es aber wegen der vor- 
handenen besonderen Verhältnisse mit den gegebenen Mitteln 
dennoch waren. 

Weiter folgt, dass in beiden Graden der mehrfache 
Werth, welchen die bezüglichen Unbekannten haben, von der 
Mehrfachheit der Bedeutungen einer und derselben Wurzel- 
grösse herrührt, wie denn die Formeln für die Unbekannte 
immer nur eine und dieselbe Radikalie, wenn auch beim 3ten 

Grade in verschiedenen Potenzen (~=.A.i~ enthält. 


§. 41. 


Für die vollständige Gleichung 3ten Grades war: 

T • A 

I. yi — a + i—j 

3 

Es lässt sich diese Formel so umbilden, dass die, auf 
den Werth von y t , y 2 und y 3 influirende Radikalie i, nur in 
positiven Potenzen vorkommt. 

Es sei a =z 0, also die gegebene Gleichung eine Kapi- 
tale. Aus I. : 


II- yi 



Ai 1 

T 


3 3 


B-\-¥^AA*4- B* 

Da nun aber I = i 3 — — — — ' , so ergiebt sich, 


Ai 1 . B-VU^+B* 

nachdem in II. Zähler und Nenner von — =- mit ^ 

I u 

multiplicirt wurden: 

2 

_ {B— VAA'+B^i 3 


III. y x =i + 


2 A‘ 
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, • , b-Vaa*+b x r , 4 

oder wenn ich 9 ~Äi — ' J setze: 


IV. 1) y, = 


■ + Ci 


5 2 ) yi = 


i -f CP 


-» 3) i/j 


_ i“ -f Ci* 


g ■> ■/ v* — 3 i — 3 

Hieraus resultirt, nach Zusammensetzung der Koefficien- 
ten «, 6 und c aus ihren gleichwerthen symmetrischen Funk- 
tionen nach C und I : 

v - !) ( 20 + 2 /* + 2 /*) = 0 = a. 

Ferner: 9 y x y t — P 1 -\-CI(a' a“)-\- C x Ii“ 

9 yiy, = P“ + CI(a‘ -f «") + CPIi 
— I 2 + CI («*' + «") + 

also: 96 = 3C7(a' -(- a“) oder: 

2) 6 = und 

0 

9y x y 2 — P‘ -j- CI(af + a") -)- C x Ii" 

%s = *“ + 

also multiplicirt: 

3, . = 

■CI 


Aus 6 — 


3 


resultirt: 


3 1 _ £'S/3 

VI. 1) C — — j— ; hieraus und aus c = 74 j-, ferner 


27 

weil C*7* = — A* ergiebt sich 27r7=7 1 4-A* oder weil 
A* = —276*: 

2) /* — 27c7 = 276», 7= oder: 

£ 


3) i = und 

u 


4) C = 


-36 27c — “KStt 


7 ~~ 186* 

Werden diese Werthe von ( 7 , / und i in IV. 1) einge- 
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fuhrt, so entsteht: 

m » ,^r«-+3Kg + gj 

3 


— 3V&ry 
18 4* 


übereinstimmend mit §. 37. X. 1), denn: 

2 2 

(27c — _ (27c — 3 i H37r)i 5 _ — 36 

2 ~ 2 ' ” ~T~ ' 

94 1 94 V 


Damit ergiebt sich abermals eine besondere Auflösungs- 
art für die Gleichungen 3ten Grades, deren Bedeutung mög- 
liche Verallgemeinerung (Anwendung auf höhere Grade) ist, 
weshalb ich es unternehme, derselben Form zu geben: 

Diejenige algebraische Funktion, welche den Werth einer . 
Unbekannten allgemein darstellt, muss, wie x selbst, dreier 
Deutungen fähig sein; die Deutung x — Funktion abc muss 
also im bekannten Theil Wurzelgrössen, oder bestimmter: 
eine solche mit dem Exponenten 3 enthalten, denn eine 
Wurzelgrösse 2ten Grades würde 2, deren mehr 4 u. s. w. 
Deutungen zulassen, aber niemals 3. 

Dies vorausgeschickt darf ich allgemein setzen : 

VIII. 1) y j = «i -(- i -f -CP**) 

2) 3/2 = a, +*' +C(f)* = «i+ 
o) V* — ö i -W* -f- C{i“Y — Oi -f Ci v 
In diesen Formeln bedeutet die vorkommenden Ra- 
tionalen, i die Wurzelgrösse mit dem Exponenten 3, C ist 
möglicherweise bei i* vorkommender rationaler Faktor. 

Es versteht sich, dass zu den Rationalen nun auch die- 
jenigen Elemente von radikaler Form zu rechnen sind, welche 


*) Anlage 18. 

**) Ich gebe diesem Theilsatz keinen rationalen Faktor, weil, wenn ein 
solcher in der Wirklichkeit vorkäme, also derselbe Ausdruck sich etwa 

3 

H- Ci»? darstellte, er in den obigen (ohne b\) übergeht, wenn ich iitj =fyb*I\ 

p 3 

= i und C|*J = )* = C« 2 setze. 

"J 

4* 
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für alle korrespondirenden Formeln nur eine Deutung zu- 
lassen, also durch das Zeichen >j^' gebunden sind. 

Aus den Formeln X. folgt nach deren Summirung so- 
gleich: 

IX. (j/j + 3 / 1 + 2 / 3 ) = 3 a, = a oder: Ul — ~ 

Ich gehe deshalb auch den anderen Gliedern, i und CV 2 , 
den Divisor 3, erhalte damit und indem ich a — 0 annehme, 
die Formeln V. und vermag mit Benutzung derselben, wie 
vorstehend schon gezeigt, die gegebene Gleichung 3ten Gra- 
des aufzulösen. 


§• 42. 

Unter den ermittelten Formeln für die Gleichungen 3ten 
Grades scheinen mir zur Rechnung am bequemsten: 

Für die vollständige Gleichung: 

I. = 

3 

und für Gleichungen zweiter Form: 

3 

II. y. - 

3 

weshalb ich mich deren fortan bedienen werde. 


*) Die Formel II. muss mit denjenigen §. 35. und §. 3Ö. (und allen zu 


ermittelnden, in welchen die Kadikalie; 



fungirt) iden- 


tisch und eine Umformung derselben sein, weil sich andernfalls t aus 6 und 
c anderweit bestimmen liess , damit also Beziehungen zwischen b und c be- 
dingt würden, die nicht allgemein vorhanden sein können, weil man b und c 
willkürlich wählen darf. 

Es folgt z. B. (aus §. 35. und §. 42.): 


9*3— 3W2 -4-/^3* «2 — 36 

] 1.(36+»*) ~ 3t'" 


oder: 
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Die in jener Formel vorkommende Wurzelgrösse (deren 
äusseres Bild ich den Wurzelkörper nenne) und alle ähn- 
lichen Radikalien mit dem Exponenten 3, deren Dignant ein 
irrationaler Ausdruck mit Wurzelgrösse 2ten Grades ist, 
nenne ich solche cardanischer Form. 

§• 43. 

Gegeben: x*-\-bx — c — 0 

Die drei Differenzen einer Richtung von Gleichungen 
3ten Grades: (y t — y 3 ), (y 3 — y 3 ), (y 3 — y t ), welche ich mit 
* 2 , *s bezeichne, sind addirt = 0. 

Zu zweien kombinirt und summirt ergiebt sich: 

2 

(*i*i + *i*.i +®i*s) = 36 und v t VtVs = 'K — (46 2 3 -f- 27c 1 ) 

(§. 27). Hieraus bilde ich für die Unbekannten » 1} v 3 , c, : 

t 

I. 1) x\-\Sbx \ — K— (46*4 27c*) — 0 *) 

2) x*+Ax 1 - fyf- ( 4 - 13 g| /i ä ) = 0 

für 2) ist: A, = 3A = 96**) 

Bi = — 27K-(46»4 27 c*) 

Hieraus : 

2 

2) - 276» — 96¥* + 3/^3» = (i* — 36) (.■*+ 36>* = J* — 96^ oder : 

2 

8) J* - . / = —2763 

277t f 27c'v* 

2 2 

a\ / _ 3j/3» 27c j 27e-(-3|/8n 

> — 2 ~ 2 ~’ — 2 

also die in 1) verglichenen Ausdrücke identisch. 

Aehnliches ergiebt sich bei ähnlichem Verfahren aus §. 36. und §. 42. 
*) Anlage 19. 

**) Die Beständigen der Gleichung I. werden mit Ai, B\ bezeichnet, zum 
Unterschied von denen der Gleichung x 3 -+- bx — c = 0, welehe A u. Fi sind. 
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n. i 


1 


und weil AA\-\-B\ — — 3(81c)*: 


2 ). 


=¥ 2 iV^jÄb* -f 27c») -f 81 c¥— 3 


96 

H 


<lrf i7c+ä¥ 1(46*+ 27c*) . 36 
3) »i — r : o + “T* 


■K— 3 


Die Richtigkeit dieser Formel prüft sich an derjenigen 
§. 37. X. 2) und 3), wenn ich setze: 

tl A 

III. 1) 


2) y 3 = *" 


36 


IV. y*—y» =!(«'—«")— 36 (-]r — -|r) = »V— -3 + 


36^—3 

i 


»i = (wie II. 3). 

% 

— V—'S 


War die Gleichung der Differenzen einer Richtung (I.): 

2 _ 

£*-|-36tf — 1/ — 7r=0, so ist diejenige der Differenzen der 
anderen Richtung: 

2 

V. «*-1- 36#-}- ¥ — Tr— 0, weil sich die Unbekannten 
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beider nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden; die Koeffi- 
cienten a (weil = 0), b (weil — mal — = -f- mal -{-) blei- 
ben unverändert und nur das absolute Glied ändert seine 
Vorzeichen, weil — mal — mal — = — (-)- mal -f- mal -{-). 

Multiplicire ich die beiden Gleichungen I. und V., so 
ist das Resultat eine Gleichung 6ten Grades, welche die sechs 
Differenzen der Fundamentalgleichung zu Unbekannten hat. 

Die Gleichung der sechs Differenzen von x*-\ -bx — c = 0 
ist also : 

VI. or® — |— — (- tt = 0. 

§. 44. 

Der Dignant einer Wurzelgrösse cardanischer Form: 

2 

I. M+ VF 

kann als Quadrat betrachtet werden. Nenne ich die zweite 

2 

Wurzel des Letzteren m +Wp, so ergiebt sich: 

2 2 

II. 1) (m' 1 -)- p -j- — M-\-tyP, oder wenn ich 

• 11 2 _ 

2) rn 1 -{- p — M und 3) 2 mtyp = ’KF, 4 = P, 

P 

oder: 4) p = - setze, aus II. 2): 

P 

— - = M, oder: 

4wi 4 ’ 

5) 4 m* — 4M .m % = — P; hieraus: 
m. 1) m* = — ^W-P und aus II. 2): 

u 


2 ) p = M—m 5 


M-tyM'-P 

2 


Wird dies auf den Dignanten: 

2 2 

B + 2 B + 2¥4A 3 -i- B* 

V - 11 2 — 4 


augewendet, so folgt: 
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2) M= 2 B, 3) P = 4(4A 3 -\-B 1 ) und 

V. 1 ) m — Vb + 2AV^A 

2 2 

2 )¥p = ^B—2ÄV^A 

2 2 2 

m 4- Vp _ ^B-P 2aV^^~ä 4- Vb — zaV^jL 
d) 2 — 2 

Ich setze i — i\ und kann also den in 
VI. yi = a + i--. - 
3 


vorkommenden Wurzelkörper 
schreiben : 



auch 


3 

vii . , = a = (V 

und geht Formel VI. über in: 

A QA 

vrn. i) *» = «+.•;-£ = 8«+3t; — 


2) %, = 3«+(h. K3) 1 + 


ist also 


(V—3A 

h 

oder endlich a 1 — 4b, so ist: 


2(i 1 ^) y - ^ Ä ) = 3«, 2 . ty— A — a, 

0 ist: 

1 


4A — a 2 . 


IX. yi = / i t ¥ 3 + 


( 


) 


Eine gegebene Gleichung: x*-\-bx — c = 0 ist allemal 
additiv in eine solche: 
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X. 1) x 3 — — c, =0 zu verwandeln, in welcher 


2) «j = 2 M—-A oder « 2 = — 4A. 

Es ist nämlich im gegebenen Fall A — 36, also a 2 = — 126 


oder weil a x = 3g: ? — 2 




und die gesuchte Gleichung: 


XI. — (2]/^ — 36) a* — 36.r, f-( 


^26^—36 — Hc 


) ~ 0 ’ 


deren Unbekannte nun Quadrate sind. *) 


§• 45. 

Der Inhalt des §. 44 ist zunächst als ein, bei den Glei- 
chungen 3ten Grades möglicherweise vorkommender Special- 
fall anzusehen, in welchem gegebene Zahlen verkleinert und 
die Rechnungen damit erleichtert werden können. 

Im Anschluss hieran gedenke ich noch einiger anderer 
solcher Specialfälle. **) 

Wird in einer Gleichung: 

I. a — 0, so ist A = 36, also: 

,, A P — 3b 

1 ) yi = »— ~r = 


3 i 


2 ) yi — 


(i+¥3b) (%—¥&>') 


3 i 

II. 6 = 0, so folgt 1 ) A 


Wird: 


-«*, 2) B = 2a s -(- 27c 


o 

3) i = ¥ 2 a 3 + 27c) + 3V3c(±u 3 +21c) 


4 ) 


i= ¥ (*ü 


3V3c + V 4« s + 27c \ 2 


)*■ 


Wird: 


III. A — 0, also a 2 = 36, so folgt: 1) B — — a 3 -j-27c 


*) Anlage 20. 
**) Anlage 21. 
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2) i = fyB und — = ö, also: 


3) * = U p. Wird: 


also 


IV. B = 0, so resultirt i = = 'KA, r= — 

i 

a a 

a 'ftÄ — A 


Vt 


y* — 


y * 


a 

T 


— A 


a-J-’KZ' — VA“ it äL^- 

3 ~ 3 + ^ 3 

i Ki < _ « cLT— -4 
•j a V q 


Wird endlich in einer Gleichung 

V. 4.d , -(‘ ß 1 = 0, so erweist dies, dass sie zwei (oder 
drei)*) gleiche Unbekannte hat, denn das Differenzprodukt 

( 4_4si ßi\ 

ix — 27^ / W * r( ^ nUP ^ ann = wenn es mindestens 

eine der Differenzen der Unbekannten ist. 

a 

Aus: ß l =—4A 3 folgt: 1) B = 2AV—A, 

2 ) i = — ¥— A , 3) — 4- — — = — j. 

1 

2 

Da das Element — A **) zweier Deutungen fähig ist, so 

i ß 

wird statt seiner am besten (aus 1): — A — -pr—r benutzt, 

2A 

so dass: 4) i— eingeführt wird; alsdann ergiebt sich: 

uXX 


5) 2/i 


B _ aA — B 
Ä — SA 


*) Dann ist 4A :i = B 2 = 0 und die gegebene Gleichung ein Kubus. 

**) Derselbe Ausdruck gehört auch der Gleichung mit den quantitativ 
gleichen, qualitativ entgegengesetzten Unbekannten an. 
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2aA -f- B 


7 ) y * = 


2a A + B 


§• 46. 

Eine Gleichung, in welcher c = 0, also in allgemeinerer 
Form: 

I. x 3 — ax 2 -j-bx = 0, ist selbstredend ebenfalls nach 
der Formel lur Gleichungen 3ten Grades auflösbar; denn ist: 

II. 1) A — — a 2 -{-36, B — 2a 3 — 9 ab, also: 

3 • 

2) . = fyf 2a 3 -9ab) + UVdfib-a 2 ) 

2 

_ ^ — a -^^3(4b—a 2 ) j 

2 

A_ 2(a 2 -3b) _ /« + 1^3(46— « 2 ) \ 

3 ( a — 17*3(46 — a 2 )) ' 2 

in i) = a+ (-_^EES) 


2) * = .+ (=ü±ü^3)'_ ( -+K3(4 *-? .«))" 


a-f- l^a 2 — 46 


; ähnlich entwickelt: 


3 ) Vi - 


a — — 46 


Hieraus ergeben sich die Formeln für y 2 resp. y 2 und 
wenn ausser c: 

erstens auch 6 = 0, nämlich: 
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nr a+'Ka 1 

I V . y, = g — u 

tji = — = 0; oder wenn 

zweitens: c und a -= 0; nämlich: 

2 _ 

V. y t —V-b 

y% — — V—b 

§• 47. 


Haben zwei Gleichungen 3ten Grades eine oder zwei 
gemeinsame Unbekannte, so giebt es bestimmte Beziehungen 
zwischen den Koefficienten derselben. 

Gegeben seien: 

I. x* — ax 1 -j- bx — c ~ : 0 

II. xf — -f- b, .r, — c, =: 0 

Erstens: I. und II. haben zwei gemeinsame Unbe- 
kannte, y, und y 2 . 

Nach Einführung des Werths y , in I. und II. und nach 
Subtraktion der entstandenen Gleichungen für y t folgt: 

HI. 1) («, — a)y\ -f (b — b, )y x + (c, — c) — 0 


2 > »: = (“*)»■ - (jErJ 


Nach Einführung des Werths y 2 in I. und II. und Ver- 
fahren wie vorstehend, folgt ferner: 




III. 2) und IV. sind Gleichungen 2ten Grades mit glei- 
chen Koefficienten, also setze ich x für y t oder y 1} so reprä- 
sentirt dies die Werthe für y t und y 2 und ergiebt sich aus: 


V. * _ (*i=*ü+ = 0: 

\aj — aJ \«i — c i / 


( c '~ 

— C 

\«1 - 

— a. 

2 



\ 7 T „ . _b 1 —b-\-¥(b 1 —b) 1 —4(a 1 —a)(c 1 —c) 

VI. 1, yi _ 2 ( 07 — 
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oi _ b x —b — Yjbt — b) r — 4(<t, —n )(c7—c) 

' ’ yi ~ 2(a x — «) ; 

Zweitens: Wird angenommen, I. und II. haben nur 
eine gemeinsame Unbekannte, y x , so folgt nach Einführung 
derselben in I. und II. und nach Subtraktion der neuen Glei- 
chungen (wie III. 2): 


2> = (“‘Xi - oder <aus I): 

{b t —b\* (b x — - c) (c x — c\ 

3) »i = - (s=>' 


Also 
VIII 


11 _ ((!> 1 — b) 1 — (ff, —«)(<-! — o)\ . (*1— &X f i— < c) 

■ 1)y '-\ («,-«)* (oj — a)*~ 


3) by — c = 


(«i—«)' 5 
i — 1 

«i- 

&(«!—«) 2 


hierzu: 2) -«,» = + «(«:-«) (c.- c) 


c(rii — o) 2 
(«!—«)* 


oder: 4) 0 = [ — «/(«! — a)(ij — fe) —f— («i — a)' l b — (a t — a)(c, — c) 

-f- (^i — 

+ 0(«1 — aXci— c)— (fli — a)*c— (&!— 6)(c,— c)] 

oder: 

IX u = «(«i— «X^ i— _ r ) — ("l — (/<!— C) 

1 a(«t— aX^i— *)— («i— «) 2 *+(«i— a)(ci— c)— (b x — b) 2 

Da es aber auch thunlieh war, beide gegebenen Glei- 
chungen behufs der vorgenommenen Operationen zu ver- 
wechseln, in welchem Fall a x mit a, b x mit b und c x mit c 
ihre Orte vertauschen werden, so ergiebt sich auch 

X v — a i (“— g i X c — r i ) ~ («—«i ) 2 ~ (b—b i X^— gi ) 

1 «i(«— b t j— («— «ri) 1 &!+(«— ffiXc— c i)— (b— bi) 1 

Aus Formel IX. und X., wenn einer der Werthe von 
y x in VII. 1), aus Formel VI. 1) oder 2), wenn einer dieser 


*) Anlage 23. 


Digitized by Google 



62 


Werthe für y x an Stelle von x in I. oder II. eingefuhrt wer- 
den, resultiren die Beziehungen der Koefficienten solcher 
Gleichungen, die eine resp. zwei gemeinsame Unbekannte 
haben. 


§. 48. 

Eine Wurzelgrösse cardanischer Form, 

3 

L ty "+N*t 


worin il/, A' und p rational, vermag ich allemal in der Form 

mtyntyp 


II. 


y 


darzustellen, so zwar, dass m'und n Funktionen von M und 
N sind, — das heisst: ich kann die angedeutete Wurzel- 
extraktion als vollzogen annehmen und wird die Wurzel aus 

■4 

Theilsätzeu mit und ohne den Faktor typ bestehen; das Aggre- 
gat der ersten ist = m, dasjenige der anderen = n. 

3 

Wird nämlich m-\-ntyp kubirt, also gebildet: 

III. 4 M -f 4 A typ — (»» * -f- 3h 1 pm) -)- (3 mn 1 -(- n ’p)ityp, 
so muss 

IV. 1) 4M = (m i -\-3n' l pm) und 

2 2 
2) 4A T typ = (3nm i -f- n*p)typ 

sein, weil weder M noch 7» 3 j-3« 5 />»i den irrationalen Faktor 

2 

typ haben. 

Aus IV. resultirt auch: 


1/ M—N¥jT __m — ntyp 
' 1 2 = 2 
Werden nun die Ausdrücke: 

3 


tyM* + Ntyp = m+*typ 

und 


tyWi 


- Ntyp m — ntyp 
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multiplicirt, so entsteht: 

vi. i) 


m 1 — n x p 


o 

—N'P 

2) n i p — m 1 — 4 y J — — 


Substituirt mau diesen Werth von n % p in IV. 1), so 
bildet sich: 


VII. m s - 


<Y‘ 


m — N 1 ), ] 


M = 0 


Dies ist aber eine Gleichung 3ten Grades für nt, also in durch 
Funktionen der Koefficienten dieser Gleichung, also auch 
durch Funktionen von M, N und p darstellbar, und da nach 
IV. n wieder Funktion von il /, p und wt, beziehungsweise 
von V, p und m ist, so ist auch n Funktion von M, N u. p. 
Wendet man dies auf die Formel §. 37: 

insbesondere auf den Ausdruck i an, so wird also auch die- 

ser, eine Wurzelgrösse cardanischer Form, durch m-\-n\4p. 
wiedergegeben werden können, in welchem Ausdruck m und 
n nun Funktionen von h und c sind. 

Setze ich : 

3 

VIII. 1) i — ^7^ 108c + 12 ^^ _ m + w Ki P 


108c— 12i"*37r in — n^fp 


, so folgt: 


_ ra 2 — ?t 2 p _ 


2 ) m 2 = n^p — 12 b 

3) n % p = m 2 - 1- 12 b 

Nach Kubirung beider Seiten der Gleichungen: 
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1 08c-f 1 2¥^3n _ m+n Yp uuJ 

3 

frT mc-lW'&T _ w— 4fr fo]gt; 

8 2 

3 2 _ 

108c+12 i K3^ = w»*+3» l pw + (3n7»* -\-pn 3 )¥p und 

3 2 _ 

108e — 12¥3n = m 3 -\-3n 1 pm — (3 nm* -f- pn 3 )¥p 
also nach Addition und Subtraktion dieser Ausdrücke: 

X. 1) m 3 -\-3n 1 pm — 108c = 0 und 

3 * _ 

2) (3nm 3 +pn 3 )¥p — l2VSn = 0 

Aus 1) und aus IX, 3): 

XI. 1) m*-f 9/wi — 27c = 0 

oder wenn 3wi — m gesetzt wird: 

2) m\-\-bm x — c = 0, — das heisst: das Element m 

in VIII. 1) und folgende ist der dreifachen Unbekannten x 

in der gegebenen Gleichung <z 3 -\-bx — c = 0 gleich, also: 

2 

3 m l -\-it¥p 


XII. 1) i 


2) i x = 


3w, 


2 

-ntyp 


.. 9 m\ — n 3 p 

3) «!= - — 1 - 4 — - = —3/7 

Aus IX. 2) und X. 2) folgt aber auch: 

2 2 

XIII. 1) [w^-f SC« 1 /»— \2b)n]¥p — 12‘K3nr oder: 

2 2 

2) (n 3 p — 9bv)¥p^ — o¥~3ti — 0 

2 2 

hieraus, wenn berücksichtigt wird, dass (?+]>)* = n 3 p¥jp '■ 

2 2 2 

3) (n¥p) * — 9bn¥p — 3^ 37r = 0 

2 2 

wenn alle Glieder durch (— ' ¥— 3) s = 3^—3 dividirt werden: 

2 2 

4) (- *^K5) — 3bn^^ - ¥^t = 0 
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a 

oder wenn — n = x, gesetzt wird 

2 

5) # J 4 3&.r, — Y — 7t — 0 

Die Gleichung 5 ist identisch mit derjenigen §. 43 I, für 

die Differenzen einer Richtung der Unbekannten, es ist also : 
2 

— n< jpZ-P = y 2 —y 3 und : n*p = — 3(y 2 — y s ) s 
o 

2 2 
oder n Yp = (y* — y 3 ) Y—3. 

Ich werde y 2 — y 3 nun kurz schreiben. 

Für x % Ix — c — 0 folgt nun : 


XIV 


. 1) i = ?^27c + 3 Y3n = 3w t + 3 

— 2 * 

y 2 

2) f, = %^27c — 3 Y3n — 3ffl i — *iY—3 

o 2 


hieraus: 


3) 2/i = 


3»ij 4 n iY — 3 + 3 wi, — n,Y — 3 


= mj 


4) y% 


3 »?! -^n.Y — 3 \< , (3 m t — n y Y — 3 \" ’ 


^3»?i 4%r — 3 y _j_ ^ 


— Wj — «! 


5) 2/3 


2 2 
^ 3w 1 4w 1 i K^3 y + ^ 3i»i — ^Y^ü y 


3 


_ — »»i 4 w i 

2 

Nach den früheren Bezeichnungen (II. bis XI.) würde 
dies darzustellen sein: 

XV. 1) i — m 4 «j -fp 
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<n m 

2) yi = y 

2 ^ 

3) y, = - m + n¥- 3p 

2 

4 ) ^ = n - ” 1 - 

6 

§. 49. 

Jede Gleichung dritten Grades mit reellen Koefficienteu 
hat mindestens eine reelle Unbekanute. 

Es sei 2/1 — «« -f- n¥—l 

i 

worin m den reellen Theil, m'K — 1 den Inhalt des imaginai- 
ren Theils von y x bedeute; führt man nun m -j- n'P - — 1 statt 
x in die Gleichung: 

I. x 3 bx — c — 0 ein, so folgt: 

II. -(m* — 3 n 3 m -(- bm — c) -}- (3 nm * — n*-(- bnfp — 1 — 0. 
Hieraus ergiebt sich aber, dass sowohl: 

III. vi 3 — 3/i 1 /« -f- bm — c — 0, als auch 

IV. 3n»i 1 — n s -)- bn = 0, 

da sich Reelle mit Imaginairen nicht zur 0 addiren können. 
' Aus II., III. und IV. resultirt aber auch : 

2 

V. (m 3 — 3 « "hn -}- bm — c) — (3 um 3 — n 3 -f- bn )\^ — 1 = 0. 
Weil nun dieser Ausdruck entsteht, sobald m — n'K — 1 
statt x in die Gleichung I. eingeführt wird, so folgt, dass 
auch x — m — n — 1 derselben Gleichung genügen wird, 
wenn x — in -f- n “K" — 1 derselben genügt. 

Aus: 

y x — m -)- n ’H — 1 
y. l ~m — n V — 1 folgt: 

VI. 2/i -(- yi — 2 m, also reell ; 
da aber im gegebenen Fall 

l/i + Vi + Vi — 80 ist 
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— 2m = y 3 , also gleich der dritten Unbekannten von I. 
Es ist also mindestens eine der Letzteren reell, was zu 
erweisen war. 


§. 50. 

Dividirt man die Gleichung mit der reellen Unbekannten 
m, nämlich : 

I. - bx — c = 0, deren Koefficienten ebenfalls reell 
sind, durch x — m, so folgt (nachdem c = bm -f- m 3 gesetzt 
ist): 

II. x 2 mx (b -f- in 2 ) = 0 
welche Gleichung ebenfalls nur reelle Koefficienten hat. 

Die beiden Unbekannten der Gleichung II. sind aber ge- 
meinsam entweder reell oder imaginair (§. 17), woraus folgt, 
dass eine Gleichung dritten Grades mit reellen Koefficienten 
entweder nur eine oder drei reelle Unbekannte hat. 


§. 51. 

Für die cardanische Wurzelgrösse 


fy AI + Ntyp 


in welcher M, N undp reell sind, lässt sich stets ein Ausdruck 

m -(- n typ 

2 

ermitteln, in welchem m und n ebenfalls reell sind.*) 

Iin §. 47 ist bereits allgemein erwiesen, dass wenn 


1/47 N typ m -j- n typ 

V „ ' 9 


auch 


¥ 


M — Ntyp ni — n typ 


ist. 


*) Anlage 24. 


5 * 
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Multiplicire ich diese beiden cardanischen Wurzelgrössen 


mit einander und ebenso ihre gleichwerthen — ' 


m + ntyp 


, so folgt 


a 

M' 1 — N' l p m 5 — n 2 p 

4 — 4 


3 

und hieraus, weil ’VM 1 — N*p einen (additiven oder subtrac- 
tiven) reellen Werth bat, dass auch m * — n^p reell ist: war 
also m reell, so ist es auch n. 

m aber ist reell, d. h. es lässt sich allemal ein reeller 
Werth dafür finden, wenn man eine Kapitale construirt, in 

s 


welcher als absolutes Glied, als Koefficient 


mit einer Dimension fungirt, deren Unbekannte m also in 
einem Fall nothwendig reell ist. (§. 50.) 


, §• 52 ‘ 

Wird ein Ausdruck (m, n, p und q rational, q ganze 
Zahl) 

q 

I. m-\-n\/'p alsUnbekannte in eine Gleichung 3ten Grades: 

II. •r* — ax-\-bx — c = 0, worin a, b und c rational, ein- 
geführt, so kann 

1) die Unbekannte von der Form I. der Gleichung II. 
überhaupt nur genügen, wenn q= 3 oder 2 ist; und 

2) es genügen derselben Gleichung alsdann alle 3 oder 
2 Werthe, welche wegen der Mehrdeutigkeit der Elemente: 

3 3 M 

]/ r l und ~\/~ 1 der Ausdruck m -f- «]/p hat. 

. I 

q 

Zu 1. Führt man m ri]/p , worin q~^> 3, statt x in 
die Gleichung II. ein, so entsteht in 

III. ( m 4" n (f } )j j ein Glied: 

welches nicht rational sein kann, weil q 3, aber auch, da 
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die übrigen Potenzen von p q , welche bei Einführung von 

q . 3 

m -f- «]/p in II. gebildet werden, kleiner sind als — , mit 

demselben Exponenten überhaupt nicht wieder hergestellt 
werden kann. Es findet also in diesem Falle das Glied 

■i 

(«YpY im Agregat der übrigen Theilsätze kein solches, mit 
dem es sich zur 0 addirt, weshalb denn auch die Gleichung, 
wäre q 3, selbst nicht — 0 wxrden könnte. 

q 

War dagegen q = 3 oder q — 2, so ist (w]/p) s entweder 

p 

— n 3 p, also rational, oder = w.*p?, welche beiden Elemente 
in den übrigen Theilen der Gleichung solche finden können, 
zu welchen sie addirt das Resultat 0 ergeben. — In diesem 
Falle ist die Gleichung also überhaupt nur möglich. 

Zu 2. Denke ich mir (q — 3 oder q — 2) die Unbe- 
q 

kannte m -f- «]/p wirklich in die Gleichung I. eingeführt, 

q q q 

also (w» -)- nl/p)* für x 3 , a(m -J- wj/p ) 1 für ax\ b (m -(- <nl/p) 

für bx gesetzt, jede der angedeuteten (2ten oder 3ten) Potenzi- 
rungen ausgeführt und das Ergebniss so geordnet, dass diejeni- 
gen Glieder, welche keinen irrationalen Faktor haben, in sich 

summirt und = S gesetzt, diejenigen, welche den Faktor 

2 

p~q haben, ebenso summirt und ■=. Si pq gesetzt, und end- 

— L 

lieh diejenigen, welche den Faktor pq haben, = S t pq ge- 
setzt werden, so formt sich die Gleichung II. um in: 

2 1 

III. S-j-Sjjp* -f- =0. 

Es ist aber jede der rationalen Summen S, Si , S 2 in 
sich = 0, denn S ohne irrationalen Faktor findet in den ir- 
rationalen Theilsätzen keine Möglichkeit, sich zur 0 zu addi- 
ren, muss also selbst — 0 sein, damit Gleichung III. mög- 
lich wird. 
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Ist aber S = 0, so folgt aus III. 

_2_ i_ 

IV. Sypt + S lP i — 0 oder: 

x 

<Sj p q -f- S 2 — 0 

und wiederum aus den schon angegebenen Gründen, dass 
S 2 , und darum schliesslich auch S, jedes =0 sein' müssen. 
Es wurde aber vorstehend nicht ein bestimmter Werth 

q 

von ]/}), sondern derselbe in seiner Allgemeinheit (zwei- oder 
dreideutig) betrachtet, was erwiesen ist, ist es also für jeden 

q 

der Specialwerthe von ]/}?, und erfüllt mithin jeder dersel- 
ben die Bedingungen der gegebenen Gleichung wenn, was 
in jedem einzelnen Fall nöthig wurde, S — Sy = = 0. 

§. 53. 

Ein Ausdruck 

q s 

I. x—vi-\- n~yp r]/t, 

welcher Summe von Rationalen und zwei von einander un- 
abhängigen Wurzelgrössen ist, kann, wie sich aus §.52. un- 
mittelbar ergiebt, einer Gleichung 3ten Grades mit rationalen 
Koeffioienten niemals als Unbekannte genügen, wenn einer 
der Wurzelexponenten grösser als 3 ist. 

Aber auch wenn einer dieser Exponenten 2, der andere 
3, wenn beide 2 oder wenn beide 3 sind, wird I. nicht Un- 
bekannte einer Gleichung mit rationalen Koeffioienten sein 
können; mit anderen Worten: 

es ist nicht möglich, dass der Ausdruck für die Un- 
bekannte einer Gleichung 3ten Grades mit rationalen 
Koeffioienten zwei oder mehr von einander unabhän- 
gige Radikalien enthält. 

Wird nämlich im Ausdruck I. eine der Radikalien ge- 

<i 

bunden und dadurch eindeutig, entsteht also, wenn m -f- n\Cp 
— rtiy ist : 

8 

II. x — my -j- rj/f, so müssen der Gleichung, für welche 


Digitized by Google 



71 


x — y, die s Wertlie genügen, welche die .sfache Deutung 
8 

von r\At zulässt; aus demselben Grunde werden ihr aber auch, 

8 

wenn m -)- r|/7 = m 2 gesetzt und 

>i 

III. .r = m % -f- w]/}> geschrieben wird, die q Werthc die- 
ses Ausdrucks genügen. Die gegebene Gleichung würde 
also dann q X s Unbekannte, also deren mehr als 3 haben, 
weil nicht zwei ganze Zahlen q und s 1 existiren, deren 
Produkt = oder < 3. 

§. 54. 

War ein Ausdruck: 

<i 

I. x — m -|- n J/p, m, n und q rational, p dagegen ir- 
rational, oder 

S 

p = m l -|- f[At, so würde der Ausdruck 

<i 

II. x — m -j- i 

nicht Unbekannte einer Gleichnng 3ten Grades mit rationalen 
Koefficienten sein können, weil q aus den, schon in §. 52. 
und §. 53. angegebenen Gründen nicht grösser als 3 werden 
darf; aber auch wenn q — 2 oder q = 3, ergiebt sich nach 

<i 

Einführung von x — m n\/ m, -\-r\Z~t als Unbekannte in 

S 

eine Gleichung gten Grades ein Theilsatz r\/i, welcher seine 
Negative in den übrigen Gliedern der Gleichung vom <?ten 
Grade nicht, und erst in einer solchen vom jsten oder höhe- 
ren Grade finden wird. 



§. 55. 

Für: 

I. x * — c tx 1 -(- bx — c — 0, wird nach §. 42. die Unbe- 
kannte durch eine dreideutige Funktion der Koefficienten 
oder, wenn- A — ( — a 1 -f- 36), B — (2a* — 9 «6 -f- 27 c) gesetzt 


wird, durch: 


v 
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:» 

II. x=a + <\yfß + ¥4A* + B 1 - J 

2 T 

3 

dargestellt. Eine Vereinfachung dieser allgemeinen Auf- 
lösungsformel würde jede Umgestaltung derselben zu nennen 
sein, welche x in einer Funktion von a, b, c darstellt, die 
Agregat: 

1) von Rationalen, 

2) von Rationalen und mehreren Radikalien unter 
einer Wurzel, 

3) von Rationalen und einer Radikalie*) unter meh- 
reren Wurzeln, oder endlich: 

von Rationalen und einer Radikalie unter einer 
zweiten oder einer dritten Wurzel ist. 

Jede andere Darstellung wäre eine Veränderung jener 
Formel, aber keine Vereinfachung. 

Es kann aber 

(zu 1) eine nur aus Rationalen bestehende Funktion niemals 
dreideutig sein; es können 

(zu 2) in der x gleichen Funktion aus a, b, c niemals meh- 
rere von einander unabhängige Radikalien Vorkommen (§. 52), 
und endlich kann 

(zu 3) der Ausdruck für x = Funktion a, b, c ebenso wenig 
nur ein irrationales Element von höherem Wurzelexponenten 
als 3, oder ein solches mit dem Exponenten 3, aber unter 
mehreren Wurzeln, als Faktor von Theilsätzen enthalten 
(§. 52 u. 53). Es bleibt also nur noch zu erforschen, ob 

*) Kommt die betreffende Wurzelgrösse in 1. und in 2. Potenz vor, so 
sind es verschiedene, eine mit dem Dignanten D, die andere mit demjenigen 
D 2 . Die Auflösungsformel x = t — .1 ist nur eine Umschreibung derjenigen 


3 

x = i — Ai?, welche zwei solche verschiedene Radikalien enthält. 

7 

3 


Digitized by Google 


73 


(zu 4) die Funktion a, b, c für x Agregat von Rationalen 
und einer Radikalie des Grades 2 oder 3 sein kann. 

Aber auch diese Vereinfachung der allgemeinen For- 
mel für x des 3ten Grades ist unmöglich, denn: 

1) wäre x durch eine Funktion von abc darzustellen, 
welche Agregat einer Rationalen und einer zweiten Wurzel 
ist, wären also in 

2 

2/i = m + 

sowohl m, n als p rationale Funktionen von abc , so würde 
y 1 = m — rifyfp (nach §. 51) derselben Gleichung genügen und 
es wäre die 3te Unbekannte 

y 3 — a — (^l-f-y*) — a — 2m, also rational. 

Hieraus würde folgen, dass eine Gleichung 3ten Grades 
mit rationalen Koefficienten mindestens eine rationale Unbe- 
kannte haben muss. 

Dies ist aber nicht der Fall; zum Beispiel: alle Glei- 
chungen von der Form: 

x 3 — 3a.r 2 -f- 3 a 2 x — (a* -)- c) = 0, 
worin c nicht Cubus ist, haben keine rationale Unbekannte; 
dann ist nämlich: 

3 

y, — a + ^c 

3 I 

3/2 = « + Y~c 

8 li 

2/s = « + K c • 

2) Würde x durch das Agregat einer Rationalen und 
einer Wurzelgrösse 3ten Grades darzustellen sein, so folgte, 
da derselben Gleichung dann 3 correspoudirende Unbekannte 
genügen müssten: 

s 

yi=a + \fc 

3 

3/2 — a -f- ij fc(a‘) 

2/3 = a -f Yc(a"). 

Es können mittelst dieser Formel also niemals drei ratio- 
nale Unbekannte einer Gleichung, welche deren hat, darge- 
stellt werden. 
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Und dass es Gleichungen 3ten Grades mit 3 rationalen 
Unbekannten giebt, lässt sich am willkürlich gewählten Zahlen- 
Beispiel beweisen. 

Die Formel des §. 42; 

3 

* = « + fyß + 1/4X*+B* — A 

2 T 

3 

für die Unbekannten einer allgemeinen Gleichung 3ten 
Grades ist also nicht reduktibel.*) 

§. 56. 

Ohnerachtet der im §. 55 erwiesenen Irreduktibilität der 
Auflös ungsformel für die allgemeine Gleichung 3ten Grades 
kann eine solche Reduktion im speciellen Fall möglich wer- 
den; aber jeder Zurückführung der gedachten Formel auf 
einfachere Gestalt, muss entweder eine wirkliche Vollziehung 
der durch den Exponenten 3 in der cardanischen Wurzel- 
grösse angedeuteten Reducirung, eine sichtbare Verwandlung 

derselben in m -f- w \fp (worin p Faktor von tt, auch m, n 
und p durch Funktionen von b und c darstellbar), oder eine 

ebenfalls wirklich vollzogene Extraktion der Wurzel Y^A i -\-B 1 
vorausgehen; Beides ist nur thunlich, wenn b und c in sol- 
chen besonderen Beziehungen zu einander stehen, die dies 
möglich machen. Von den zahlreichen, hierher gehörigen 
Fällen gedachte ich einzelner im §. 45; andere würden sich 
durch willkürlich gewählte Beispiele veranschaulichen lassen. 
Es sei gegeben: x* -bx — c — 0 worin: 

27 (4ö 3 -f- 27c s ) = 25c’ oder: — 108J S = 704c J , 


*) Es möge schon hier bemerkt werden, dass es Z ahl engleichungen 
giebt, deren Unbekannte keine einfachere Form als die obige haben können, 
z. B. : x 3 — 3jc —|— 1 = 0 ; da nun auch sie mittelst der allgemeinen Formel 
darzustellen sein müssen , so folgt schon aus diesem Umstand die Irredukti- 
bilität der Letzteren. 
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so fände sich : 

3 

27c + 5c 


= ¥Wc und tj 


il 

\=Y- 


27c — 5c - 


KTIc 


also: 




Kl6c + KTir) 


§. 57. 

Die allgemeine Auflösungsformel der Gleichungen 3ten 
Grades war nach §.42: 

3 


I. a = a+ pfl + feHß’ A 


Es ist: 


A. = — a* db 
ß = 2« s — 9a& + 27c 
4vD + ß* = 27(4« s c - 


— ISu&c -f- 4ß 3 -}~ 27 c l ) 


= 27n (§. 32). 

Ich kann Gleichung I. also schreiben: 

3 

II. x = a + <^ß + 3K3 jt — A 


3 

III. Die cardanische Wurzelgrösse 

3 


yfß+ 3 ‘Kd TT 

. O 

lässt sich nach §. 48 allemal als wiedergeben, 

welchem Ausdruck (§. 51) m, « und p reell sind. 


in 


Multiplicire ich im Ausdruck: Zähler und Nenner 


3 3 

) tflßc unt l K iät nur eindeutig, wenn e Zahl ist. 
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o 

mit Yi —Yaa' + b* so ist: 
T “ 


IV. - 4 - = tyB - Y&* + ^ oder 
1 ~ 2 

Die letztere cardanische Radikalie hat eine Wurzel 

o Q 

am ht’ op ^ j n we i c j ier m<> n un( j p den gleichen Elementen 
2 

des Ausdrucks 3 m -f- nV‘6p in III. gleich sind (§. 48). 

Aus dem Ermittelten folgt: 
eine Unbekannte der Gleichung I. 


x — a 


! 2 +^ 4 ^l 3 + 7J 1 A 


lässt sich also stets darstellen: 

2 2 

V. 1) y x = « + (3 m + nVüp) + (3m — n¥5p) *) 

2 ' 

3 

a -f- 3m 


während die beiden anderen (zu berücksichtigen ist — -«=a" 
und — = a% und zwar: 

2 2 _ 

2) 2 /a = « + (3m -)- n¥'dp)‘ -j- (3?» — n¥'ApY‘ 

_ 

3 


2a — 3m -f- 3n^ — p 


und analog 


*) Anlage 25. 
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3) y 3 = a + (3m -f- w'K3/j)" -)- (3m — w i K3p)' 

2 

- 3 

2 

2« — 3m — 3>i¥ — p 


sein müssen. 


§. 58. 

Aus §. 57 ist zu entnehmen: 

A. Dass und weshalb die 3 Unbekannten einer Glei- 
chung 3ten Grades reell sind, wenn das Differenzprodukt 
negativ, dagegen deren nur eine reell und die beiden andern 
imaginair, wenn das Differenzprodukt positiv ist. 

War nämlich (m, n , p reell) in einer Gleichung 3ten 
Grades y t = 2m, y 2 = — m -f- nty~p und y 3 — — m — ntyp, 
(und so würden sich nach §. 57 die Unbekannten gestalten, 
wenn a — 0) dann sind die Differenzen einer Richtung : 

2/1 — 2/a = 3m — nYp 
3/a — 2/s — 2 nYp 
Pi — Pt = — 3m — ntyp 
Es ist also das Produkt dieser Differenzen: 

( — 9m 1 n *p) 2nty~p 

und das Produkt der 3 Differenzen der anderen Richtung: 

— ( — 9m 2 -f- n 1 p)2n'ty'p 

oder : 

7 r = — ( n *P — 9m 2 ) 2 4n 2 p 

woraus dann, und weil ( w*p — 9m 2 ) 2 und 4« 2 als Quadrate 
unter allen Umständen additiv wirken, folgt, dass 7i negativ 
ist, wenn p positiv, und n positiv, wenn p negativ, oder mit 
anderen Worten: n ist negativ, wenn die drei Unbekannten 
reell sind, und positiv, wenn zwei derselben imaginair. 

B. Dass alle drei Unbekannte einer Gleichung 3ten 
Grades nur dann gemeinsam rational sein können, wenn das 
Differenzprodukt n ein vollständiges, aber negatives Quadrat 
ist, also n — — r 2 (;• Zahl). 
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In diesem Falle wird nach Ausrechnung des Faktors r der 

3 

Dignant der innersten, 2ten, Wurzel von i 4 

2 

also es wird: j^4A 3 -j-/Ü = 27»’ 1 = 3r'K— 3 sein müssen, 
denn nur unter dieser Bedingung wird in den Formeln §. 57 
V. 2) und 3), nämlich in: 

_ 2a — 3 in -f- 3nty — p 


• , 2a — 3 »j — 3 »^ — P 
und y 3 = g ± 

— p = ■ — ( — 1) rational und damit sowohl y t als auch y 3 . 

Aus §. 57 folgt ferner: 

C. Dass im Fall die gegebene Gleichung nur eine ratio- 
nale und zwei irrationale Unbekannte hat, der Dignant des 
irrationalen Körpers in den letztem, der nach Aussonderung 
quadratischer Faktoren von n verbleibende, nicht quadratische 
Faktor, des Differenzprodukts n ist. 

D. Dass eine Kapitale, deren b oder eine vollständige 
Gleichung, deren A positiv wirkt, nur eine reelle Unbekannte 

~ 4A 3 -\-B i 

haben kann, weil dann das Differenzprodukt = 

u I 

positiv ist. 

Aus B., C., D. ergiebt sich auch, dass an der Form des 
Differenzproduktes einer Zahlengleichung erkennbar ist, ob 
dieselbe 3 rationale, oder ob sic deren nur eine und zwei 
irrationale, Unbekannte haben wird, wenn sie überhaupt 
rationale Unbekannte hat. (§. 55. Anmerkung.) 

§• 59. 

Wenn in Gleichungen 3ten Grades mit reellen Koeffi- 
cienten : 

I. + ux 1 Hb bx + c = 0 

*) Kümo vor, so ist zu berücksichtigen, dass s= — -g-- 
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die Unbekannten reell sind, so werden die Vorzeichen der 
Koefficienten von denjenigen der Unbekannten, beziehungs- 
weise ihrer Näherungswerthe bestimmt, und zwar: 

A. Die drei Unbekannten haben gleiche Vorzeichen, also 
sie wirken: 

1) entweder additiv, so ist die Gleichung als Produkt: 

(* — yi) (* — y*) {<*> — y*) 

und wird die Form: 

**— (2/i+y»4-^s> c *+(yi2'»+yi2/s+y*ys>»— yiyiy» — o 
oder: 

II. x s — ax 1 -f - bx — c = 0 
annehmen; 

2) oder sie wirken gleichmässig negativ, dann erhält die 
Gleichung I., welche Produkt von (x J \-yi){x-\-y- l ){x-\-y s ) = 0 
ist, die Form: 

**— (— yi— y*— 2/s)**+(yi2/i+^i2/s-4-yiys)^— (— yiyiy%) = o 

oder : 

III. x * -f- ax 2 -(- bx -(- e — 0. 

Haben dagegen: 

B. unter den 3 Unbekannten einer Gleichung nur zwei 
dasselbe Zeichen, und zwar: 

1) entweder y x additiv und y 1 mit y s subtraktiv, so er- 
giebt (x— yi)(ar+y,)(«-f-y*): 

«*+(y*+ys— yiW+iy**/*— yiy%— yiy»)*— yiyty» — o 

c wirkt also dann immer subtraktiv, während das Grössen- 
verhältniss*) von y, zu y t und y 3 die Vorzeichen von « und 
b bedingt. 

1.1) Die Positive y x ist grösser als die Summe der bei- 
den Negativen (y»-|-i/s), erstere ist mithin die grösste aller 
drei Unbekannten. 

Es sei: y x = y t -(- y s -f m, 

dann wird das Produkt {x — y, )(.r-f y a ) (■z-f'.Vs ) sich nun: 
x 3 — v ix*— (y\ -\-y t y t +y\ + *%»+»*])*— c = 0 

*) Unter Grösse wird hier selbstredend nur der absolute Inhalt des Ele- 
mentes verstanden. 
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oder: 

IV. x s — ax 3 — ix — c == 0 
darstellen. 

2.2) Die Positive sei kleiner als die Summe der beiden 
Negativen, so kann sie (yi) entweder 

erstens die kleinste aller drei Unbekannten sein, also: 
Hi = 2/i+w, y» — + oder sic ist 

zweitens grösser als die kleinste und kleiner als die 
grösste der beiden Negativen, also: y 1 —y l — ?nj,*) y i =y l -\-n l . 

«Jedesmal wird der Koefficient a positiv wirken, weil so- 
wohl (im ersten Fall) 

yi—!/i—ys — (yi—yi—™—yi—») = —Q n+m+n), 
als auch (im zweiten Fall) 

(yi—yt—ys) — (yi— yi +»«i— yi- — »0 = — Cyi — »*i+»i)> 

also weil m K <(yi, negativ. 

In der Gleichung selbst erscheint nun n , die Summe der 
drei Unbekannten, mit dem subtraktiven Vorzeichen, hier 
also a. 

Der Koefficient mit zwei Dimensionen bildet sich im Fall 
(2.2) erstens): 

& = yi(—yt—y»)+yiy* 

= — ^i( 2 2/i +w+w)+y* +yi(»»+»)+»w» 

= —y]+‘>nn. 

Es bleibt also das Vorzeichen von b davon abhängig, 
ob mn )>»/*. 

Im Fall (2.2) zweitens) ist: 

& = yi{—y*—ys)+yiys 

= — yi(%i — »»» +»i )-\-y i (yi +«i — w, )-»?!«, 

— —y »—»(,«, , 

erscheint also im Bilde der Gleichung stets negativ. 

Gleichungen der Gattung B. 1) 2.2) erstens, haben also 
stets die Form: 

V. x 3 -f- ux * Hb fo® — c = 0, 


*) '»I < yi- 
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und diejenigen der Gattung B. 1) 2.2) zweitens: 

VI. x 3 -j- ax 2 — bx — c = 0. 

Wenn endlich unter den drei Unbekannten der Gleichung 
I. B. 2) y ! negativ, dagegen y 2 und y 3 positiv, so ergiebt: 

y*)(*— y») = 0 

^*+(yi— y»— yiy*— yiy*)-»+yiy*y* = o. 

Es wird in diesem Falle also c stets additiv wirken. 

In Betreff der Koefficienten a und b entscheidet wieder 
das Grössenvcrhältni8s der Unbekannten unter sich über 
deren Vorzeichen, und zwar folgt, wie sich aus obiger Dar- 
stellung dieser Koefficienten noch y l3 y 2 und y s , sowie mit 
Rücksicht auf die Ermittelungen zu B. 1) ergiebt: 

B. 2) 1.1) ist die Negative y t grösser als die Summe 
der beiden positiven Unbekannten, so erscheint a positiv, b 
dagegen negativ. 

Solche Gleichungen haben also stets die Form: 

VII. ax 2 — bx -|- c = 0 

2.2) ist die Negative dagegen kleiner als die Summe der 
beiden Positiven, so ist sie entweder 

erstens die kleinste aller 3 Unbekannten oder 

zweitens grösser als die kleinste und kleiner als die 
grösste der positiven Unbekannten. 

In beiden Fällen wird der Koefficient a der Gleichung 
— aus Gründen analog B. 1) 2.2) — negativ werden, der 
Koefficient b bleibt zweifelhaften Vorzeichens, wenn die nega- 
tive die kleinste der drei Unbekannten, er wird negativ, 
wenn eine der positiven grösser, die andere kleiner als die 
negative Unbekannte ist. 

Gleichungen dieser Gattung gestalten sich also im Fall 
B. 2) 2.2) erstens: 

VIII. x * — ax 2 + bx -}- c = 0 
im Fall B. 2) 2.2) zweitens: 

IX. x * — ax 2 — bx -f- c = 0. 


6 
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Zu dem vorstehend B. Ermittelten bemerke ich: 

AA. Wenn die einzige Unbekannte ihrer Qualität einer 
der beiden Unbekannten der andern Qualität gleich ist, so 
wird a das Vorzeichen dieser einzigen Unbekannten ihrer 

V 

Qualität und c deren entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
während b allemal negativ ist. 

Dann ist aber auch a Unbekannte dieser Gleichung und 
zwar die einzige ihrer Quantität; 

b das Produkt der beiden gleich grossen Unbekannten, 
also Quadrat, und c = ab. 

Solehe Gleichungen haben die Form: 

X. x s — ax 1 — bx -)- ab = 0, mit den Unbekannten: 

a, tyb, 

oder: 

XI. x* -f- 0x1 — bx — ab — 0, mit den Unbekannten: 

— a, — ffb, tyfb. 

BB. Wenn die einzige Unbekannte ihrer Qualität gleich 
der Summe der beiden andern Unbekannten ist, so wird 
a = 0, b negativ und c erhält das dem jener Unbekannten 
entgegengesetzte Vorzeichen, also: 

XII. x* — bx — c — 0 hat eine positive und zwei negative, 

XIII. x s — bx-\- c = 0 hat eine negative und zwei positive 
Unbekannte. 


Da nun jede der aufgeführten qualitativen Gruppen der 
drei Unbekannten einer Gleichnng 3ten Grades eine (in einzel- 
nen Fällen zwei) besondere Form hat, da ausser diesen For- 
men, bei der Voraussetzung, dass x 3 positiv, in Hinsicht auf 
Qualität der Theilsätze, andere nicht denkbar sind, so schliesse 
ich entgegengesetst: 

aus den Vorzeichen der Theilsätze einer Gleichung 
dritten Grades mit rationalen Koefficienten ergeben 
sich die Vorzeichen der Unbekannten, sofern die 
Gleichung deren drei reelle hat. 
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Die Gleichung: 

XV. 1) x 3 — ax 3 -\-bx—c = 0 hat drei positive Unbekannte, 

2) }— c = 0 hat drei negative Unbekannte, 

3) x 3 — ax 1 — bx — c = 0 j die Gleichungen 3 bis 5 

4) x 3 -\-ax 3 -\-bx — c — 0 haben zwei negative und eine 

5) ir’-f-fl* 2 — bx — c = Oi positive Unbekannte, 

6) x 3 -\-ax 3 — bx-\~c — Oj die Gleichungen 6 bis 8 

7) x 3 — ax 3 -\-bx-\-c = 0 haben zwei positive und eine 

8) x 3 — ax 3 — bx-\-c — 0^ negative Unbekannte, 

und es folgt hieraus: 

Wenn eine Gleichung 3ten Grades drei reelle Un- 
bekannte hat, so sind ebensoviel derselben positiv, 
als Wechsel, und ebensoviel negativ, als Folgen 
gleicher Vorzeichen in der nach Potenzen von x ge- 
ordneten Gleichung Vorkommen. 

Wäre iu den vorstehenden Fällen a — 0, also aus den 
8 Gleichungen XV. entstanden: 

XVI. 1) x 3 -\-bx — c = 0 

2) x 3 -f- bx -)- c =■ 0 

3) x 3 — bx — c = 0 

4) x 3 — bx -j- c = 0 

so würden sich, falls das ermittelte Gesetz auf diese 4 For- 
men angewendet wird, bei den Gleichungen 1 und 2 Wider- 
sprüche ergeben. 

Da man nämlich für ax ebensowohl + ox als — ox setzen 
kann, ohne den Werth der Gleichung zu alteriren, so folgt 
aus 1 : 

* 

1.1) x 3 — ox 3 bx — c — 0 nach XV. 1) mit zwei posi- 
tiven und einer negativen und 

2.2) x 3 -|- ox 3 -j- bx c = 0 nach XV. 4) mit zwei nega- 
tiven und einer positiven Unbekannten. 

Diese .Widersprücke berechtigen zu dem Schluss, dass 
die gedachten beiden Gleichungen (1 u. 2) drei reelle Un- 
bekannte überhaupt nicht haben können. 

6 * 
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Und wirklich fand sich §. 57 D. dass, wenn b positiv, 
die betreffende Gleichung nur eine reelle und zwei imagi- 
naire Unbekannte hat. 

Bei den Gleichungen XVI. 3) u. 4) bestehen solche Wi- 
dersprüche nicht; ob ihr ox 1 additiv oder subtraktiv wirkend 
angenommen wird, ändert in der Zahl der Wechsel und der 
Folgen bei den Vorzeichen der Theilsätze einer gegebenen 
Gleichung nichts; die so gebildeten Gleichungen zweiter 
Form haben zwei negative und eine positive Unbekannte, 
wenn sie deren drei reelle haben, was sich allein nach dem 
Grössenverhältniss der Elemente des Differenzprodukts richtet. 

Ist nämlich 4& s )>27e J , so wird n negativ, wenn es b 
ist; die betreffenden Gleichungen haben dann drei, ist aber 
46 3 <^27c 2 , so haben sie, weil dann n positiv wird, nur eine 
reelle Unbekannte. 

War (nach Bildung des Differenzprodukts, oder weil b 
positiv) ermittelt, dass eine gegebene Gleichung eine reelle 
und zwei imaginaire Unbekannte hat, so bestimmt sich das 
' Vorzeicheu der reellen, resp. des Näherungswerthes dersel- 
ben, allein nach dem Vorzeichen von c und ist diesfem ent- 
gegengesetzt. 

Ist eine Gleichung in eine andere zu verwandeln, deren 
Unbekannte denen der gegebenen Gleichung quantitativ gleich 
sind, qualitativ aber entgegengesetzt wirken, so ändern sich 
die Vorzeichen der Koefficienten mit ungeraden Dimensionen, 
während b das ihm ursprünglich eigene Vorzeichen behält. 

War nämlich: 

(^+^»+^ 3 ) = «, so ist +(— yi—yi— 2/s) — — «> 

war: 

(yi-yt+yiyi+yiVi) = b, so ist auch 

(— yi— y*)+(— — y 8 )-K— y*-— 3fo) = !>, 
und war endlich : 

yi-yty» =c, so ist (— yi.— y t -— y»)= — c. 
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§• 60. 

I. Sind die Unbekannten einer Gleichung 3ten Grades 
rational, so sind es auch ganze Zahlen, wenn die Koeffi- 
cientcn dieser Gleichung ganze Zahlen sind. 

Denn führt man Unbekannte gebrochener Zahlenform 
statt x in die gegebene Gleichung: x 3 — ax 3 -\-bx — c = 0 ein, 

' 1 ) 

nimmt also z. B. an, dass x — -•-,*) so folgt: 


v 3 av 3 . bv 

+ — = c 

Im obigen Ausdruck könnte nun der Divisor z 1 durch 
Division inj «, und z durch Division in b fortfallen, wenn 

a und b beziehungsweise die Faktoren z 1 oder z haben; — 

kann aber aus solchefn Grunde nicht verschwinden; dass sich 
v 3 av % bv 

z 3 z 1 ' z 

zur Ganzen (c) addire, ist ebenfalls unmöglich, es würde dann: 
v 3 (av 1 — bzv\ 


v 3 (a 

l 3 ~ V 


ganze Zahl werden müssen. Zwei Brüche können sich aber 
nur dann zu Ganzen addiren, wenn sie gleiche Nenner haben. 

II. Sind die Unbekannten einer Gleichung 3ten Grades 
ganze Zahlen, so sind es auch deren Kombinationen zu 
eins, zwei und drei derselben, d. h. die Koefficienten der 
gegebenen Gleichung. * 

III. Eine Gleichung 3ten Grades mit rationalen Bruch- 
Koefficienten 

1) x 3 —x 1 ~\ — —x = 0 

m n p 

verwandle ich in eine solche, deren Koefficienten ganze Zah- 
len sind, indem ich a mit dem Generalnenner mnp, b mit 


*) Die Buchstaben ausser x bedeuten im §. 60. ganze Zahlen, — 
ist ein achter Bruch. 
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dessen Quadrat und c mit dessen Kubus multiplicire; in der 
entstandenen Gleichung: 

2) x 3 — (anp)x\-\-{bm x np' l )x l — (cm 3 n 3 p 3 ) — 0 

ist dann x x in seinen drei Bedeutungen das »mp fache je einer 
der Unbekannten von 1). 

Wird nämlich 1) in allen seinen Gliedern mit m 3 n 3 p 3 
multiplicirt, so folgt: 

3) vi a n i p i x a —amhi a p 3 x v -\-bvi a n‘ 1 p i x—cm a n a p' 1 — 0, 
oder wenn mnpx = x x gesetzt ist: 

4) x 3 — anpx\-\-bm' l np' l x l — cm 3 n 3 p* — 0.*) 

IY. In einer Gleichung, deren 3 rationale Unbekannte 
den gemeinsamen Faktor n haben, hat der Koefficient a den- 
selben, b dessen Quadrat und c dessen Kubus als Faktor, 
und zwar, weil jene Koefficienten Kombinationen der Unbe- 
kannten zu eins, zu zweien und zu dreien sind. 

V. War in einer Gleichung a = a x n, b — und c 
= c,« 3 , so ist n ein, den drei Unbekannten gemeinsamer 
Faktor. 

Dividire ich nämlich in: 

1) x 3 — anx t -\-bn 2 x — cn* — 0 
alle Theilsätze durch n 3 , so entsteht: 

2) }-— c — 0, oder wenn — — x x ge- 

n 3 « 3 n n 

setzt wird: 

3) x 3 — a.* 3 -j-6 ^ x — c — 0. 

Jeder der Unbekannten einer Gleichung von der Form 
1) ist also durch n ohne Rest theilbar, wenn a, b , c und n 
ganze Zahlen sind. 

VI. Ist die gegebene Gleichung Kapitale, also a x — o 
= on , so werden nach Fortschaffung von n aus bn 1 und cn * 
die Koefficienten b und c der neuen Gleichung (VI. 2) einen 
gemeinsamen Faktor überhaupt nicht mehr haben, wenn diese 
Gleichung drei rationale Unbekannte hat, weil jeder Faktor 


*) Anlage 27. 
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von c auch Faktor einer Unbekannten, ich nehme an von y t , 
ist; aus der Bildung von b = y l (y t -\-y 3 )-\-y 1 y s würde dann 
folgen, dass wenn b und y t einen gemeinsamen Faktor haben, 
y-t denselben Faktor, und aus y 2 = — (yi — dass auch y 3 
den gleichen Faktor hätte, ein allen drei Unbekannten ge- 
meinsamer Faktor soll aber erkannt und ausgesondert sein. 


Die Ausrechnung der Zahlengleichungen 
lten, 2ten und 3ten Grades. 

§• 61 . 

Für eine Gleichung lten Grades 
I. x — «*) = 0 
ist die Ausrechnung: x — a. 

Auch die Ausrechnung der Gleichungen 2ten Grades 
unterliegt keinen erheblichen Kechnungsschwierigkeiten; §. 18. 
lehrt Gleichungen mit Bruchkoefficienten in solche verwan- 
deln, deren Koefficienten ganze Zahlen sind, — für: 

II. x 1 — ax -f- b — 0 

geben die Formeln 

2 2 

III. 1) yi = a-|-'Kö* — 4 b 2) y % — a — tya’ 1 — 4 b 
2 ~~ 2 

den Werth und die Qualität der Unbekannten. Die Extrak- 
tion der zweiten Wurzel ist der Hauptmoment im Rechnungs- 
verfahren, sie ist möglich, wenn a 2 ^>Ab, unmöglich, wenn 
Ab ^ > a' 1 , und ergiebt sonach entweder zwei reelle oder zwei 
imaginaire Unbekannte. 

*) Fortan bedeuten die Buchstaben im Bilde der Koeffi-cienten Zah- 
len ; unter Zahl ist der abstractc Inhalt einer solchen , an sich positiv wir- 

i • i 

kcnd, zu verstehen, j~^a 2 ist allemal, wenn a Zahl, positiv und unter 

derselben Voraussetzung = a. 
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Selbst die Extraktion dieser zweiten Wurzel liesse sich, 
im Fall die Gleichung zwei rationale Unbekannte hat, noch 
umgehen. 

Aus der Gleichung: 

IY. 1) x 1 — ax — b = 0 folgt 2) x — a ; 

Wird an Stelle des Divisors x im Ausdruck 2) dieser 
ganze Ausdruck gesetzt und damit fortgefahren, also: 

V. x= a-\-b 

a b 

a-\- b 

a + 

gebildet, so repräsentirt dieser Kettenbruch den Werth der 
grössten (positiven) Unbekannten von IV.; denn die sämmt- 
lichen vorkommenden Zeichen sind additiv, x kann also nur 
ebenso wirken, muss mithin die grösste der Unbekannten IV. 
sein, weil a negativ wirkt. 

Die Form der Gleichung IV. ist die zur Herstellung 
eines Kettenbruchs für x geeignetste ; x 1 -f- ax — b = 0 mit 
der grössten negativen Unbekannten — y 1 lässt sich leicht 
in die Form IV. umbilden, andere Formen erschweren die 
Ausrechnung des Kettenbruchs wegen der nun vorkommen- 
den Subtraktionszeichen. Aber schon bei Auflösung der 
Gleichung von der Form IV. wird, meiner Ansicht nach, 
durch die mit der Ausrechnung des Kettenbruchs V. ver- 
miedenen Extraktion einer zweiten Wurzel, die Rechnung 
nicht erleichtert. Es treten an Stelle jener Extraktion die 
zur Werthbestimmung des Kettenbruchs nothwendigen Ope- 
rationen, welche zahlreich sind. 

Ich begnüge mich daher mit den vorstehenden Andeu- 
tungen, voraussetzend, dass kein Grund vorhanden ist, von 
der hergebrachten Ausrechnung der Gleichungen 2ten Grades 
abzugehen. 
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§. 62 a. 

Jeder Ausrechnung einer Gleichung 3ten Grades 
I. x s — ax*-\-bx — c = 0 

muss die Bildung ihrer Kapitale, und dieser die Bildung der 
Beständigen und des Differenzprodukts: 

II. 1) A — — fl 1 -f- 36 

2 ) B = 2« s — 9 ab + 27c 

3) n — 4 A* -[■ -B 2 

~27 ~ 

vorausgehen. 

Aus II. ermittelt sich dann die Kapitale: 

III. a: 2 -j- Ax — B = 0, mit: x t = x — a 

IT 17 T 

Nach Beseitigung vorhandener Bruchkoeffieienten (§.60 III.) 
und Aussonderung gemeinsamer Faktoren der Unbekannten 
(§. 60 V.) entsteht dann in allgemeinster Form: 

IV. entweder: 1) # s — bx+ c — 0, 

oder 2) x* + bx -Jr c = 0, 
wovon ich 3) x 3 — bx — c = 0 und 
4) x* -\ - bx — c = 0 

als Grundlagen künftiger Operationen benutze, da dieselben 
Gleichungen mit positivem absolutem Glied, mit 3) oder 4) 
quantitativ gleiche, qualitativ entgegengesetzte Unbekannte 
haben, also auch deren Unbekannte aus 3) und 4) leicht zu 
bestimmen sind. 

Eine Kapitale, deren Koefficienten' ganze Zahlen ohne 
gemeinsame Faktoren der Unbekannten mit negativem c, 
nenne ich die zur Ausrechnung geordnete Zahlenkapitale; 
sie hat, wenn b negativ wirkt und 4/< 3 >27c 2 , drei reelle 
Unbekannte (§. 58) und heisse in diesem Falle die reelle 
Zahlenkapitale. Wenn aus der Form ihres Differenzprodukts 
(7r = — p 2 ) ersichtlich, dass sie 3 rationale Unbekannte 
haben kann, so nenne ich sie die rationale Zahlenkapitale. 
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Für die geordnete Zahlenkapitaie und zwar 
für III. 3) für III. 4) 

ist V. 1) A = — 36 A = 36 

2) B — 27c B — 27 c 

3) n = — 46* -(- 27c * n = 46* -|- 27c* 

also: 

3 

4) i = 

2 

. A 

ö) x — i — 

i ’ 

3 


§. 62b. 

Die Ausrechnung der Gleichungen 3ten Grades mit Be- 
nutzung der Formel §. 42. ist abhängig von der Extraktion 

der 3ten Wurzel aus: -fW» Letztere Extraktion ist 

2 

direkt ausführbar, wenn 3 tt entweder = 0 oder = n* (« Zahl). 

1) 37r kann nur dann = 0 sein, wenn 6 negativ wirkt 
und 46*= 27c 2 ; es ist dies ein Zeichen, dass die gegebene 
Gleichung zwei (oder drei) gleiche Unbekannte hat, kann indess 
nur bei einer geordneten Zahlenkapitale Vorkommen, näm- 
lich bei: 

I. x * — 3x — 2=0, mit den Unbekannten: — 1, — 1 u. 2. 
Jede andere Kapitale hätte, wenn ?r=0, zwei gleiche 
Unhekannte : 

II. yi = 2»!, y 2 = —m,y t = — m, 
der gemeinsame Faktor m wäre aber erkannt und ausgeson- 
dert worden. 

2) Der Dignant 3n kann ein positives Quadrat werden, 

wenn 6 positiv wirkt; aber auch wenn es negativ und 
46* 27c 2 ist; alsdann wäre: 
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III. 3 (+*46* + 27c 1 ) = 

und müsste nun n den Faktor 3 haben, dass geschrieben 
werden könnte: 

3 (+ 4 6* -f- 27c 1 ) = 9« 1 oder 
± 46» = (3n{ — 27c 1 ) 

hieraus resultirte, dass auch 6 und dann », wieder, den Fak- 
tor 3 hat, so dass also, wann b — 3 b t und «, — 3n 2 aus 3: 

IV. 81 (± 4 b\ + c 1 ) = 81« 1 = (9%)*. 

Es haben also Gleichungen, denen die Eigenschaft: 
3n = Quadrat beiwohnt, stets die Form: 

V. 1.1) x* + 3öja — c = 0; 4üir dieselben ist: 

2.2) n — (+ 1086* -j- 27c 1 ), also: 

3.3) 3tt = 81 (± 46* + c 1 ) = 81« 1 = (9«*) 1 

3 3 

4.4) i = = 


3 



Ob n 2 additiv oder subtractiv wirkend angenommen wird 
gilt gleich, weil: 

(K^F) ( i K+F) = - s * 


Im Fall 2) haben die gegebenen Gleichungen eine reelle 

3 

(und wenn rational, eine rationale) nebst zwei 

imaginairen Unbekannten. 

Setze ich nämlich: 

3 

VI. 1.1) » ±«« , so ist: 


2.2) ^7^ c + + w * , mithin wird : 

2 2 


*) ± heisst + oder — . 
**) Anlage 27. 
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und 


3.3) yi = (m, ± w„) + (m 3 + n 3 ) = m 3 

2 

2 

4.4) y t = (m 3 ± «,)' -(- (m s + n,)' 1 = -m i - f 3 

2 2 

2 

5.5) _!/, = (m 3 ± »*)" + (>«s f «»)' — — '»3 — «sK— 3*) 

2 2 


§. 62c. 

Die Ausrechnung der Gleichungen 
I. x s bx — c — 0, 

II. x * — 5a; — c = 0, worin 45* <( 27c 1 , 
ist zwar stets möglich, jedoch nicht immer in der Form 
y 3 = in (rational); in beiden Fällen wirkt 3 tt positiv, und 
ist, wenn auch nicht vollständiges Quadrat, doch ein solches, 
von welchem der Näherungswerth der Wurzeln beliebig genau 
bestimmt werden kann. 

Letzterer sei w. 

3 

Aus ergiebt sich nun selbstverständlich auch 

nur ein Näherungswerth. 


Es 


sei und 


— 35 

U'i 


= w t , dann folgt 


yi = Mi + m 3 


y* 


!/> 


— — («’l -f- Mi) -f- («’j — Mi)tf — 3 

6 

= — (w t -f Mj) — (if, — w t ) Y— 3 
6 


und es wurde, wenn («•, -f- w % ) rational = m, auch die wirk- 
liche Form der drei Unbckanntdn ermittelt.**) 

Sowohl die Gleichungen von der Form I., als auch 


*) Anlage 27. 
**) Anlage 28. 


Digitized by Google 



93 


diejenigen von Form II. haben aber nicht in allen Fällen 
eine rationale Unbekannte. 

So kann beispielsweise bei positivem b die betreffende 
Kapitale eine reelle Unbekannte, welche negativ wirkt, über- 
haupt nicht haben, denn führe ich in 

I. x 3 bx — c = 0, 

x = — y ein, so folgt: — y 3 — by — c = 0, 
was, für y v reell, unmöglich ist. 

Wird nun angenommen, es sei c Primzahl, so können 
also nur die Rationalen -f- 1 oder -f- c der Gleichung ge- 
nügen. 

Im ersteren Fall folgt: 1 -f- b — c = 0 oder c — b -(- 1; 
im anderen : c 3 -j- bc — c = 0 oder c* -f- b = 1, was unmög- 
lich ist, wenn c und b ganze Zahlen sind. 

Bilde ich also irgend eine Kapitale, in welcher b und c 
ganze Zahlen, c Primzahl und c 25 b -f- 1 , so hat die betref- 
fende Gleichung keine rationale Unbekannte. 

Und ebensowohl giebt es auch Gleichungen mit nega- 
tivem b, denen keine rationale Unbekannte beiwohnen kann. 

Nehme ich beispielsweise an, in der Gleichung: 

II. x 3 — bx — c — 0 

seien b und c ganze Zahlen und zwar c Primzahl, so wird 
eine Unbekannte = -f- 1 dieser Gleichung niemals angehören 
können, weil dann: 

1 — b — c = 0 oder I = b -j- c 
was unmöglich ist, wenn b und c ganze Zahlen sind. 

Werden aber successive: — 1, — |— c und — c als Unbe- 
kannte eingeführt, so ergiebt sich 

1) — i+ Ä — c = 0, c — b — 1. 

2) c 1 — 5 — 1 — 0, c 3 = b + 1. 

3) _ c* -f b — 1 = 0, c 1 =b — 1. 

Jede Gleichung mit negativem b und einem absoluten Gliede, 
das Primzahl ist, in welcher sowohl c als c l — 1, auch 
1 hat keine rationale Unbekannte. 
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§. 63a. 


Ist in einer geordneten Zahlenkapitale: 
I. x 3 — Ix — c = 0 . 

3 


45 s )>27c 2 , also n negativ, so resultirt: 


,• J{rf 27 c* + n¥-l 
V 2 


und bot die einfache Zahlenrechnung bisher kein Mittel, die 

3 

Wurzel extraktion tP 27c 2 -j- 1 w i r ] c ]j c i 1 auszuführen und 

2 

darum auch keines zur direkten Ausrechnung jener Gleichun- 
gen, obgleich grade sie 3 reelle Unbekannte haben. 

Es heisst dies der irreduktible Fall der kubischen Glei- 
chungeh. 


§. 63b. 

Ist ae (Figur, Anlage 29) Sehne eines Kreises für den 
Centriwinkel, /_ ame , und wird dieser Winkel in drei gleiche 
Theile zerlegt, so entstehen bei Verlängerung der theilen- 
den Radien bis zur Peripherie, also bis zu b und d, so wie 
nach Einzeichnung der Sehnen ab , hd und de die kongruen- 
ten gleichschenkligen Dreiecke: 

A amb, A bmd, A dme. 

Es folgt hieraus: 

1) l_ bag =: amb = [_ bmd = /_ dme — A deh. 

2) A bag co A am b cv> A bmd co A dme co A dhe co A gmh. 

3) ab z= bd — de — ga — he. 

Ich setze zum Zweck dieser Rechnung: 
die Sehne ae = c, 

die Sehne ab und ihre Gleichen = y,, 
den Radius = r, 

und resultirt aus der Aehnlichkeit der ad 2) aufgeführten 
Dreiecke : 

4) bg : ab = ab : bm oder: bg : ;r 

und hieraus: bg = y\ 

r. 
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5) mg : gh = mb : hd oder: r — bg : c — 2 y t = r : y. x ; 

hieraus: hg — 3 ry 2 — rc 

Aus 4) und 5): 

6) y\ — 3 ry-i — rc und 

r 

7) y\ — 3 r 2 y x -f- r 2 c — 0. 

Diese Gleichung ist nach y t 3ten Grades und für dieselbe: 

3 

_ 4 yf 27 er* — 3W(— 4(3r*)* -f 27r«c») 

V 2 

8 

= jy e + c *> = sw, 

r 2r 

so dass also: 

8) i/, - r (/, + 4-) 

Da nun, wie aus den Eigenschaften des Kreises bekannt, 
jede Sehne, welche nicht selbst Durchmesser ist, kleiner als 
letzterer, so ist entweder 4r t = c 1 oder 4 r 2 c 1 ; die be- 

zügliche Gleichung hat also drei reelle Unbekannte. 

Ausser den vorstehend in den Sehnen ab — bd = de 
ermittelten Werthen von x bestehen deren noch zwei, Maasse 
von Sehnen an andern Stellen desselben Kreises und Funk- 
tionen desselben Winkels, welche der Gleichung 7) ebenfalls 
als Unbekannte genügen. 

Von diesen beiden verschieden grossen Sehnen ergiebt 
sieh eine, wenn berücksichtigt wird, dass ausser dem kon- 
vexen Centriwinkel /_ ame (welchen ich /_ a bezeichnen will) 
über derselben Sehne auf deren andern Seite noch der kon- 
kave Centriwinkel, f_b y amed x = (4 R* — [_ a), belegen ist. 

Zerlege ich den letztem Winkel in drei gleiche Theile, 
verlängere die theilenden Radien bis sie die Peripherie in 

•> H = L 90 °. 
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h 1 und d x und andererseits bis sie die gegebene Sehne in 
(ji und h, treffen , so bin ich berechtigt, wieder wie vorste- 
hend 1) bis 3) zu folgern, wenn ich statt b, d, g und li nun 
bi, di, g , und /t, setze; ferner crgiebt sich, wenn abi und 
ihre Gleichen mit y 3 bezeichnet werden: 

9) b,g x : ab, = ab, : b,m oder b,g, — y\ 

r 

10) mg, : g x h, = mbi : Mi oder % , — r : 2y s — c = r : y s 
und hieraus: 

11) yl — 3 r*y s -f- r 2 c = 0, welche Gleichung mit 7) ident, 
so dass y 3 ein anderer Werth der dort y, genannten Unbe- 
kannten ist. 


Endlich findet man die dritte der Sehnen, welche, wie 
beschrieben, mit y, korrespondirt, indem man, den [_ (4/?-(-a) 
als Centriwinkel über c ansehend, diesen in drei gleiche 
Theile zerlegt, wie in den beiden vorhergehenden Fällen ver- 
fährt und schliesst, und nur statt b, d, g und h beziehungs- 
weise b 3 , d 3 , g 3 und h, einführt. Bezeichnet man nun ab, 
— b,d, — d 3 e mit y,, so folgt: 

12) b 1 g 1 : ab % = ah, : b 2 m also hg, — y] 

r 

13) mg, : g,h, — mb, : b 1 d 1 oder b,g, — r : 2y x -f- c = r : y, 

also : bg 2 = 'dry , -f- er 

y> 

Aus 12) und 13): 

14) y * — 3 r*yi — j ,2 c = 0; hieraus: 

15 ) (— yi) 3 — 3> ,l ( — yi) + = o. 

Es haben also die drei Gleichungen: 

7) yl - 8r*y # + = 0,*) 

*) Ich habe von der für die Zahlcnkapitalen gegebenen Regel, dass das 
absolute Glied negativ wirken solle, aus äusseren Gründen abweichen müssen; 
die trigonometrischen Tafeln enthalten nur die Maassc der Hilfslinien für 
Winkel kleiner als 45°, würde nun das absolute Glied negativ angenommen, 
so erscheint y, als erstes Resultat und positiv, es würden dann grössere Be- 
rechnungen nötliig werden. 
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9) y* — 3r^ s +r*c = 0, 

1 3 ) (— yi) s — 3rl (— 2/i) + r ' c = o, 

gleiche Koefficienten, y 2 , y, und — y, sind mithin die Spe- 
cialwerthe der Unbekannten der allgemeinen Gleichung: 

16) x * — Sr 1 « -{- r*c = 0; fui; diese Unbekannte würde aus 
ihrer geometrischen Bedeutung aber auch folgen: 
y 1 = 2 r sin /_ a 

T 

y$ = 2r sin [_ (4/i — a) 

3 

yi = 2r sin [_ (47? -j- «) 

* o 

O. 


Wird eine gegebene Zahlenkapitale: 

17) x s — bx -f- c — 0 

2 2 

in allen ihren Theilen durch dividirt, 

so entsteht: 

18) x\ — 3-zj + ^ = o, (c, = ~jn=r) 

3 ¥ 


mit den Unbekannten : 


2 / 1 -2 




und — yi-i 


_ —y i 

yr* 

3 

Für diese Gleichung ist nun das Differenzprodukt 
7t — 4( — 3 S ) -f- 27 c] allemal negativ, wenn in 17) 4 b s ]> 27c 1 
war, denn: 

= — 108 + 27c 1 — — 108 + 27(27 je*) = 27(— 4&> + 27c 1 ) 

6 S 6* 


also 7r negativ, wenn 4i s ^> 27c 1 . 

In diesem Fall ist also auch: 

108 > 27c 1 oder 4>cJ, 2 > c, 

7 
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und dies ist das Verhältniss, welches zwischen dem Durch- 
messer und jeder andereu Sehne des Kreises besteht.*) 

Ich nehme an, die gegebene Gleichnng 17) sei in eine 
solche von der Form 18) umgebildet und gemessen; 
sie ist klefher als 2, also besteht in jedem Kreise mit dem 
Radius 1 eine Sehne , welche , kleiner als der Durch- 
messer = 2r — 2, das Maass des Koefficienten C! in 19) 
repräsentirt. 

Die trigonometrischen Hilfslinien sind am geeignetsten 
als Funktionen eines Kreises zu betrachten, dessen Radius 
= 1; geschieht dies, so gehen die Formeln von 16) für die 
Unbekannten über in 

19) y 2 . 2 — 2 sin [_ a 

T 

2 / 3-3 = 2 sin L (4-R — «) 

3 

y 1 . 1 =2 sin [_ (4R -f- a) 

3 

Damit ergiebt sich eine Ausrechnung der kubischen Glei- 
chungen im irreduktiblen Fall auf indirektem Wege. 

Aus der gegebenen Gleichung 17) ist zunächst 18) zu 
bilden; die Grösse des zur Sehne c, gehörigen Centriwinkels 
geben die Tafeln an (c, = sin [_ «), aus derjenigen von « er- 
~2 

mittelt man die Grösse von [_ a und damit dessen Sinus. 

¥ 

Fand sich sonach 2 / 2-2 — 2 sin /_ a so folgt (aus 18) 

y 



*) Von dem Fall « = 0 oder 2rz=ci sehe ich hier ganz ab, cs ist der- 
jenige, in welchem die gegebene Gleichuug 17) zwei gleiche Unbekannte hat, 
nämlich : r, r und — 2 r. 
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20) y t = 2 L^) 

= L ^T^) 

*=V^W 

§. 64a. * 

Rationale Zahlenwerthe der Unbekannten einer rationalen 
Zahlenkapitale**) lassen sich mitunter durch Tatonniren (von 
tätonner, tappen, versuchen) ermitteln, indem man aus äusse- 
ren Zeichen ihr Vorhandensein, ihre ungefähre Grösse, ihre 
Vorzeichen erkannt hat und es nun versucht, ob nach Ein- 
führung dieses Resultats, welches für richtig zu halten ist, 
statt x in die gegebene Gleichung, diese gleich 0 wird. 

So fern von „Ausrechnung“ dieses Verfahren ist, so 
unsicher ist es auch noch, weil selbst reelle Kapitalen nicht 
stets, auch nur eine, rationale Unbekannte haben, mithin 
selbst die häufig wiederholten Versuche ohne Resultat blei- 
ben können. 

Dem Tatonniren muss ein Schliessen: 

A. auf das mögliche Vorhandensein von drei***) ratio- 
nalen Unbekannten und 

B. ein solches auf die ungefähre Grösse der drei oder 
einer der rationalen Unbekannten vorausgehen. 

Dagegen wird 

C. das Vorzeichen der drei Unbekannten lediglich aus 
demjenigen des absoluten Gliedes erkannt; die grösste von 


*) Anlage 30. 

**) Ebensowohl auch die rationalen Unbekannten der Gleichungen jeder 
anderen Form, nur wird das entsprechende Verfahren weitläuftiger. 

***) Mit dem Tatonniren bald zum Resultat zu gelangen, wenn keine 
Möglichkeit vorhanden ist, dass die gegebene Gleichung drei, nur dass sie 
eine rationale Unbekannte hat, wäre ein ganz besonderer Glückszufall. 

7 * 
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ihnen wirkt entgegengesetzt, die beiden kleineren wirken nach 
derselben Richtung wie c. 

§. 64b. 

A. Hat die rationale Zahlenkapitale wirklich drei ratio- 
nale Unbekannte, so sind diese relative Primzahlen zu ein- 
ander, es ist aber auch stets eine von ihnen gerade, die 
beiden andern ungerade, weil sich drei ungerade oder zwei 
gerade und eine ungerade Zahl nicht zur 0 addiren können, 
drei gerade Zahlen aber den gemeinsamen Faktor 2 haben 
würden. 

In der rationalen Zahlcnkapitale ist nun immer: 

1) c gerade und b (negativ, §. 63a.) ungerade. 

2) Es sind b und c relative Primzahlen zu einander und zwar 

3) ist allemal eine von ihnen durch 3 ohne Rest divisibel. 

4) Wenn c durch 3 ohne Rest theilbar, so ist b = 3/i-f- 1. 

5) War dagegen b durch 3 ohne Rest theilbar, so ist 

5 = 3 (3n -f- 1). 

6) Da die grösste Unbekannte y x niemals gleich 1 sein kann 
(weil es nicht zwei ganze Zahlen, -f- y 3 , giebt, welche 
addirt = 1), so kann der Werth 1 nur einer der beiden 
kleineren Unbekannten beiwohnen. 

Ist aber in x s — hx — c — 0, y% = — 1, so ist 
— 1 -| -b — c = 0, b = c -j- 1, also b )> c, 
für alle anderen Fälle ist in der rationalen Zahlenkapitale 
e > b. 

Ueberdies wiederhole ich die schon erwähnten äusseren 
Kennzeichen der rationalen Zahlenkapitale: 

7) 4ö 3 )> 27 c 1 und 

8) das Differenzprodukt n ist ein negatives Zahlenquadrat, 
also: tyZn = n ty — 3. 


Zu 1) c ist gerade, weil eine der Unbekannten gerade 
Zahl ist, b ungerade, weil in ( — b) = — y,y 1 — y l y i -\-yiy» der 


Digitized by Googl 



101 


Inhalt von b Agregat zweier gerader und eines ungeraden 
Gliedes ist. 

. Zu 2) Hätten b und c den gemeinsamen Faktor «, so 
würde dieser, weil c Produkt der 3 Unbekannten, Faktor 
jeder der letztem sein müssen, denn: 

y\ — %1 + c, y\ = by 2 -f c, y\ = by 3 + c, 
der Faktor einer Seite der Gleichung, ist stets auch Faktor 
der anderen; gemeinsame Faktoren der drei Unbekannten 
sind aber erkannt und ausgesoudert. 

Zu 3) Hat eine der Unbekannten den Faktor 3, so ist 
3 auch Faktor von c; daun würde b nicht denselben Faktor 
haben können (pos. 2). 

Ist aber 3 nicht Faktor von r, so sind die Unbekannten 
entweder: 

1.1) y t = (Z, h + 1), 

— yi — — ( 3«2 + 2 ), 

— y 3 = — (3« s -f 2), 

also — b — (9«, -(- 9ni?i3 -f- 1 2», ) 

— (9» 2 «s + 3% + 3n s ) 

oder es ist 2.2) y, = (3«j 2), 

— yi — — (3*2 + 1), 

2/3 — (3*3 + 1)» 

woraus wieder, entwickelt wie zu 1.1) b = 3n i folgt, so dass 
in beiden Fällen b den Faktor 3 haben muss. 

Dann ist aber auch noch an der Bildung von c erkenn- 
bar, ob yi durch 3 dividirt den Rest 1 oder 2 giebt. 

Im erstem Fall ist c — (3 n t -f- 1) (3 « 2 -p 2) (3w s -f- 2) 

— 3*4 -1- 1, 

im andern Fall c — (3«! -f- 2) (3*2 -|- 1) (3* a -f- 1) = 3 -j- 2. 
Zu 4) Wenn c durch 3 divisibel, so ist entweder: 

1.1) yi = 3*!, 

— yi = —(3*2 + 1), 

— y* — — (3*s + 2) } 

also b — 9«J — (3w 2 -f- 1) (3«j -)- 2) = 3 n 4 -f- 1 ; 
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oder es ist 2.2) y x = (3% -f m \ 

— yt = — 3«i, 

— y% = — (3«s + m) 

(in welchen Formeln m — 1 oder =2) 
hieraus — b = — (3«, -f- m) 1 -f- 3« a (3«j -f- m). 

In beiden Fällen ist also der, nach Division von b durch 
3, verbleibende Rest 1; denn jedes Quadrat einer ganzen 
Zahl ( m J ), welche nicht selbst durch 3 ohne Rest theilbar 
ergiebt durch 3 dividirt den Rest 1. 

Zu 5) Wenn: y t = 3n, -)- 1, • 

• — y t — — (3n a -f- 2), 

— 2/s = — (3« s + 2), 
so resultirt aus pos. 3. 1.1) 

b — (9»!»! -|- 9n 1 « J — 9;jj« s ) -f- 12«! — 3« 2 — 3« 3 
0 = — 3«i -f- 3 «j -f- 3« s -f 3 

also : b = 9 («in-! -f- «!«j — « 2 « s — |— «i) -f- 3 
oder — b = — 3 (3w 4 -}- 1) 

und wird sich das gleiche Resultat nach analogem Verfah- 
ren für y x — 3«i -f- 2, 

— i/t — — (3«i + 1), 

— y» — — (3«s + 1) 

ergeben. 

Zu 6) Wie schon erwähnt folgt, falls die kleinste der 
beiden negativen Unbekannten = — 1, auch aus: 

— yl 4- — « = o 

— 1 — 5 — c — 0 oder b — c -f- 1 oder b^> c. 
Sind dagegen die beiden kleinern Unbekannten jede 

= — 2, so ist y x = 4, b = — 12, c — 16, also c > b. 

Wenn endlich jede der beiden kleinern Unbekannten 
grösser als 1 und zwar (m > «) 

y x — 1 -f- m, y s =■ 1 -f- n, also 
2/iJ/s = 1 + *» + « + mn, 

yi + y» — 2 -j- m n, so ist, weil m und n un- 
gleich grosse ganze Zahlen sind, mn ]> 1, also 
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« 


y%Vi > 2/2 + 2/3 oder y 3 y 3 > y t . 

Es ist aber auch y 3 + 1 > y x 

also : c + 2 / 22 /j > y \ 

c > y \ —2/22/3 
c>b.*) 

§. 64c. 

Dem Tatonniren muss: 

B. ein Schliessen auf die Grösse der Unbekannten vor- 
ausgehen. 

Die reelle Zahlenkapitale (und alle Ermittelungen über 
das Grössenverhältniss der Unbekannten, beziehen sich eben 
sowohl auf die Näherungswerthe solcher, die reelle Radika- 
lien sind) 

I. x l — hx — c = 0**) 
habe die Unbekannten y i3 — j/ 2 , — y 3 . 

*) Wenn cs aach zur Prüfung, ob das Tatonnirnngsverfahren Erfolge 
haben kann, genügt zu wissen, ob eine reelle Zahlenkapitale zugleich ra- 
tional ist, so dürfte es doch mitunter von Interesse sein, zu beurtheilen, 
ob eine solche Gleichung überhaupt keine rationale Unbekannte haben kann. 

Ich führe daher äussere Momente an , welche zutreffen müssen , um an- 
zunehmen, dass eine reelle Gleichung mindestens eine rationale Unbekannte habe. 

1) b und c können niemals zugleich ungerade sein. 

2) Wenn b und c einen gemeinsamen Faktor haben, so kommt er bei b 
in erster, bei c in zweiter oder höherer Potenz vor. 

3) Hat die Gleichung: z * — bx — c = 0 eine Unbekannte — 1 (-+- 1 
nicht möglich), so ist: 

b = c -f- 1 also b >- c. 

Ist eine der Unbekannten kleiner als 1, so ist 65 » c, ist keine derselben 
kleiner als 1 , so ist c >■ b. 

4) 4i*>27c». 

5) n =e — n*p, also 'j^3n = — 3p. 

Die Beweise für diese Behauptungen folgen , wenn berücksichtigt wird, 
dass, sobald eine Unbekannte rational = nt, die andern : 

y , = — m + qY^p, 

2 

y s — — m — qtyp 

2 . 

**) Auf Gleichungen mit positivem c wenden sich die Ermittelungen 
über die Grösse der Unbekannten mit Leichtigkeit an. 
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1) Aus I. folgt, wenn für x die kleinste der drei Unbe- 
kannten, 2 / 2 , eingeführt wird 

II. — yl -}- by 2 — c — 0 oder 

ty* = « + yi, y* = - \ y - 

oder y t > y. 

Das heisst: die kleinste der Unbekannten einer reellen Zah- 


v C 

lenkapitale ist allemal grösser als ich bezeichne dies miny x —-j- 


2) Da die kleinste der Negativen y, so ist das Maxi- 


c 

mum der grössten von ihnen,’ y 3 = y 3 — y (weil y 2 -\-y 3 — y 3 ); 
ich bezeichne dies max y 3 


— 


5 . 


3) Wird irgend eine ganze Zahl, y x in Theile y 2 und y 3 
zerlegt, welche Werth haben, so ist y 3 .y 3 um so grösser, je 
kleiner y 3 — y 2 , also um so kleiner, je grösser y 3 — y 3 ist; 
denn wenn y 3 — y 2 = n 

?/» + V-t — lh 

so ist y 3 = y 3 n 

2 


y 2 — yi —. n 

2 

also y 3 -yi— y\~ "* 

4 

d. h. y x .y 3 wird grösser, je kleiner n und um so kleiner, je 
grösser n ist. 

4) Für den Koefficienten c an sich, und ohne Rücksicht 
auf seine Beziehung zu irgend einem h , mit welchem er eine 
reelle Zahlenkapitale bestimmt, ist ein gewisser kleinster 
Werth für einen seiner reellen Faktoren y 3 bestimmbar, wel- 
cher die Eigenschaft hat, dass er die Summe zweier anderen 
Reellen y 2 und y 3 ist, die unter sich und mit y 3 multipli- 
cirt, c als Produkt ergeben. 
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Pos. 3) ist ermittelt, dass wenn in der Formel: 

HiV* — y \ — 

•4 


n kleiner wird, der Werth von y 2 y 3 wächst, ist also n — 0, 
so wird 4 y 2 y 3 = yj, multiplicirt man beide Seittsi mit?/!, so 
entsteht 4cz=zy\. 

Hat n aber Werth, so ist allemal 

4 y 3 y» <yt> also 4 c <y\- 

Unter keinen Umständen kann also die Iveellität der 

3 _ 

Elemente y l5 y 1 , y 3 und c vorausgesetzt, y, kleiner als jp4c 

3 

werden, ich bezeichne dies min y, = 'f4c. 

5) Ein Maximum für y t lässt sich aber aus c allein für 
reelle Gleichungen nicht bestimmen, der grösste rationale 
Faktor von c ist c selbst, nehme ich an, dieses sei die Un- 
bekannte einer Gleichung: x 3 — hx — c — 0, so ist damit 
noch nicht gesagt, dass es die grösste Unbekannte, die po- 
sitive*) ist, es muss eine fernere Bestimmung eingeführt wer- 
den, für c allein bleibt max y, = oc . 

Pos. 1) ist ermittelt, dass min y 2 —c, n in y 1 .y 3 =y\ — n 1 

J 4 

wird für ein bestimmtes y 3 am grössten, wenn y 2 das mög- 
liche Minimum erreicht hat, wenn also y 3 ** = yi — c geworden 

T 


ist; hieraus folgt, dass das Maximum von «*** f y 3 — ^ — 


e 
b 

2c ij/2 ^2 

= y t — wird, da aber y 2 y 3 — — 1 - { so ist, wenn n 


mo, 


( 2c\ 5 
y t — -j-J 

= bcyi 4 


*) Es wird dies am besten durch ein Beispiel klar: x 3 — 50x — 7 = 0 
7- 


bat die Unbekannten 


*) ya = yi — ya- 


!, — 7 und I *“ er w ' r ^ ^ negativ. 

***) » = y 3 -y 3 . 
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setze ich also 


Nun ist aber y , niemals grösser als 

min y t y 3 

für ein bestimmtes y x (welches nun das grösstmögliche sein 
soll): 

v c b 2 

max y x — 


so folgt hieraus: 


min y 2 ,y 3 b max y x — c 


maxy\ 


c max y, T , 

= b oder: 

b 


».«*», = z+YüEEt 

' 2h 

6) Der Koefficient b für sich und ohne seine Beziehun- 
gen zur Gleichung, in welcher er fungirt zu berücksichtigen, 
bedingt gewisse Grenzwerthe für die Grösse der reellen gröss- 
ten Unbekannten der gegebenen Gleichung. 

Es ist: b — y\ — y^ys, oder: 

2 

2/i = ¥b - f y 2 y 3 


und versteht sich, dass «/, desto kleiner wird, je kleiner y 2 y 3 

ist, also wenn letzteres =0, so folgt: 

2 _ 

min y x = 'Y b. 

Da aber unter den bestehenden Voraussetzungen y 2 .y 3 
wirklich niemals = 0 werden kann, so korrigirt sich diese 
Formel sofort zu grösserer Genauigkeit, wenn (pos. 2) 
c 1 

min y 3 y 3 = eingeführt wird, dann folgt: 

2 

Wb* + C 1 

mmy 3 = l X 

b- 

7) Es lässt sich aber auch aus b allein ein Maximal- 
werth für y x bestimmen. War nämlich: 

b — y]— y*y* — (2/1 + 2/s ) 1 — y*.y* 

hiervon ab: Sy 3 y 3 — 3y 3 y 3 


so folgt: b — 3 y 2 y 3 = (y 3 — y 2 )* 

2 

oder: y 3 — y 3 = Yb — 3y 3 y 3 ; 
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y 3 — y 2 hat aber nothwendig einen reellen (und weil y 3 y 2 
angenommen ist, einen positiven) Werth, es kann also nie- 
mals b — negativ werden, oder 3 t/, kann nicht grösser 

werden als h. 

Hieraus: max y 2 .y 3 — -g-. 


2 

Führe ich dies in y t — 'V'h -f- y 2 y 3 ein, so ergiebt sich : 

2 


max y 2 




Ich wiederhole, um beim Gebrauch alle bezüglichen For- 
meln an einer Stelle zu haben: 


8) 1.1) miny x =^4c oder 


Yb*- \-, 


und 


2.2) maxy l = 2 oder — C+V~4b^+ c* 


Für die Anwendung dieser Formeln beim Tatonniren 
bemerke ich noch: 

Sobald nicht allzugrosse Genauigkeit erfordert wird, na- 
mentlich also, wenn kleine Zahlen in Frage kommen, genü- 

2 


3 _ 

gen min y x = Y4c, 


max yi — 



im anderen Falle, 


also bei grossen Koefficienten und wenn Abweichungen von 
der Wirklichkeit die Rechnungen verlängern oder erschweren, 
so berechnet man 


IX~7~ i ■ Yb* -f- C J 

min 3/j = F 4c und mm y x — v 


2 2 

ferner: max y x = 2^^A! und max y x = c ° 


und wendet demnächst von den Minimalgrenzen die grössere, 
von den Maximalgrenzen die kleinere an. 


* 
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Käme es darauf an, die Grösse der negativen (kleineren) 
Unbekannten einer reellen Zahlenkapitale annähernd zu be- 
stimmen, so ist dies mit Benutzung der Formeln: 
iji + y 3 = 2/i 


y% -y% = — 

2/1 

ausführbar, indem an den geeigneten Stellen für y x einmal 

min y ,, das andere Mal max y x eingeführt würde, also: 

min y-i -|- min y 3 — min y 3 

. c 

mm y 2 y 3 = 


und 


max y 4 

max y 2 -j- max y 3 — max y 3 
c 

a J mm y, 


§. 64d. 

Ist die Möglichkeit des Vorhandenseins dreier rationaler 
Wurzeln aus der Bildung des Differenzproduktes erkannt, 
widerspricht kein äusserer Moment in der Form der gege- 
benen Gleichung 

x 5 — bx — c — 0 

dieser Möglichkeit, ist also (§. 64b) b ungerade und c gerade, 
sind b und c relative Primzahlen, ist b oder c durch 3 ohne 
Rest theilbar, und zwar: b — 3(3» -j- 1) oder b = (3 n -j- 1), 
b > c,*) so wird zur Bestimmung der Grenzen der grösseren 
Unbekannten geschritten, deren Vorzeichen allemal ist. 

Das Tatonniren gründet sich auf den Umstand, dass jede 
rationale Unbekannte einer gegebenen Gleichung auch Fak- 
tor von c ist. 

Nach Ermittelung der Werthgrenzen der grössten Un- 
bekannten, wird geprüft, ob dazwischen liegende Zahlen Fak- 
toren von c sind; diese werden nach und nach statt« in die 
gegebene Gleichung eingefuhrt. Genügt eine derselben, so ist 

*) Wenn 6 = c — f- 1, hat die rationale Kapitale eine Unbekannte = — 1, 
0 in diesem Falle braucht also nicht tatonnirt zu werden. 
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es eben die gesuchte Unbekannte, andernfalls sind die Werth- 
grenzen der kleineren Unbekannten zu berechnen und auch 
diese (negativ) eiuzuführen. Wenn die Gleichung überhaupt 
keine rationale Unbekannte hat, so fuhrt das Tatonniren 
nicht zum Ziel.*) 


§. 65a. 

£ 

Aus x s — bx — c = 0 folgt unmittelbar x* = b -f- — 


oder 


’ x 


Wird angenommen, es sei an Stelle von x unter der 


Wurzel wieder 




gesetzt und so fort bis ins Un- 


endliche, so entsteht der irrationale Kettenbruch: ' 



dessen Werth der positiven grössten Unbekannten einer ge- 
gebenen rationalen Kapitale gleich ist. 

Die Ausrechnung dieses Kettenbruchs ist also zugleich 
Ausrechnung der Gleichungen 3ten Grades im sogenannten 
irreduktiblen**) Fall. Nachstehend gebe ich diese Ausrechnung: 


§. 65b. 

In einer reellen Zahlenkapitale ist: 

g 

I. yi = "JA + — • 

r yi 

*) Anlage 31. 

**) Die Bezeichnung „irrcduktihel“ konnte sieh nur auf Zahlengleichun- 
gen beziehen; mit der erfolgten Ausrechnung derselben hört sie auf, eine 
richtige zu sein. 
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Es sei ausser den Koefficienten h und c noch eine dritte 
Zahl, m, gegeben, so dass m <^y x . 

Ich bilde: 

2 2 

II. 1) A = b 4--^-, 2) m, = ^7^5 dann ist 

III. 1) A]>yj, also auch h^>m, 

2) A > m,, 3) y, > «h, 4) »»! > m. 


Zu 

1) 

Da m < yi gegeben , 

so 

ist — > 
m 

— , also 

2/i 

A + — 
m 

> 

2 

b -f- — und 

?/i y 

5+— 

W 

2 

. r t/. 

das heisst 

h >Vi 

und darum h m. 



« 7 » 


Zu 

2) 

Weil h^> m, so 
2 

ist — 
m 

o 

> 

c 

F’ 




> 

r m 


also A > 


Zu 

3) 

Weil so 

ist — 
2/i 

> 

c 

F’ 




2 

K*-Hb 

yi >«»i. 


Zu 

4) 

Aus: 

2 





h 

— 

fyb+— folgt: 

r m 

A* = 

£ + 

— und aus : 
m 


= 

2 

^ 5-j-F folgt: 

m* = 

* + 

c 

X’ 



c c 

nach Subtraktion: A* — ?n* = — 

- 1 4M /< 


IV. (A -f- w*i)(A — wi,) = — »»). 

c b c 

Aus ä* = Ad folgt aber auch A — = — — oder, 

1 ni ° A mh ’ 

weil sowohl A als b, c, m und m x als Zahlen angenommen 

sind. 
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V. 7. + m, > 

Dividire ich von zwei gleichen die eine durch eine 
grössere, die andere durch eine kleinere Zahl, so ist der 
erstere Quotient kleiner als der andere: deshalb aus IV. u. V. 

(h + w,)(A — m,) = JL-(h—m) 
dividirt durch h -j- — — giebt: 


VI. h — vi i <^h — m, oder m, m, 


wa» zu erweisen war. 


§. 65c. 

In einer reellen Zahlenkapitale ist: 


i. = Y^L. 


Es sei ausser den Koe-fficienten b und c noch eine dritte 
Zahl h gegeben und zwar h^> y t . Ich bilde : 

2 2 

II. 1) m — 54-4-1 2 ) ^ 5+— , dann ist 

k r m 

III. 1) also auch m <^h. 

2) m , 3 ) J/i <C A i > 4) h k h. 

c c 

Zu 1) Da h^>y t , so ist -j- — , also: 

A 2/i 

2 2 

yj < TP 5+— , m <2/n also auch 

« Vi 

Zu 2) m<^h, daher -j— <C — , 

h m 


oder m <^h t . 

Zu 3) also 

2 2 ^ 

<'K^+ JL, oder i/i < Äj. 
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Zu 4) Aus: 


* 



nach Subtraktion IV. h] — w» 1 = — ~ 

m h 

oder: (/t, -{- m)(hi — m) = — m). 

Aus wi 1 — 5 4- -4- folgt aber auch m — — %- öder 

n ni mh 

(aus den in §. 65b. zu 4) angegebenen Gründen): 

V. m + Ai > — -~7”. 

«i/t 

Aus IV. : (/i x -f- »»)(*» — m) = (h — m), 

Aus V. : A x -j- wi > — - 

mh 

und nach Division der unter einander stehenden Theile der 
Gleichung und Ungleichung: 

VI. h — m < h — m, oder h x < h, 
was zu erweisen war. 

§. 65d. 

Im §. 65b. wurde ermittelt, dass für die reelle Zahlen- . 
kapitale, wenn eine beliebige aber kleiner als y, angenom- 
mene Zahl in 2 

I. 1) h — h-\- L eingefuhrt und 

Y m 

2 

2) m, = 

gebildet wird, h>m und >• m. ist. 

Fährt man in der Formation solcher Ausdrücke nach 
den Grundsätzen der Herstellung von 1) und 2) fort, bildet 
also: 
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3 ) h = — 

' wi, 

4 ) m 2 = 

. 

5 ) K = ^ B+ — 

r m 2 

6) >n, = fr+JL 

n 2 

7 ) /«, = ^ 5 +^- 

und so weiter, so werden alle mit m, »»,, »n^, jm s lind so 
fort bezeichneten Elemente in derselben Reihenfolge steigen, 
während diejenigen ft, //,, h 2 , lt 3 und so fort ebenso fallen. 

Es geschieht dies, weil die fallenden Werthe h , h t , h 2 , 
/i 3 u. s. w. vom Steigen der vorhergehenden m, m l , m 2 , m 3 

c 

und so fort, welche letztere als Divisoren des Elementes — 

m 

wirken, abhängen und die Richtigkeit des ersten dieser 
Schlüsse nii ]> m im §. 6öb erwiesen wurde, während die 
steigenden Werthe m, *»,, m 2 u. s. w. wieder von h , dem 

• . c 

Divisor des Elementes — abhängen. 

Kein Glied beider Progressionen kann die Grenze y 2 
jemals übersteigen, weil dann dem Zt„ y, ein m„ ^ > y t vor- 
hergehen müsste, und so zurück bis zum Anfang: m^> y u 
was gegen die Annahme wäre. — In beiden Progressionen 
kann aber auch niemals ein Glied = y 2 Vorkommen, weil 
dies das Vorhergehen eines ebenso geformten Ausdrucks bis 
k — m bedingte, was der erwiesenen Ungleichheit beider 
widerspräche. 

Die Werthe der Glieder beider Progressionen nähern 
sich also bis ins Unendliche, ohne jemals einander oder y 2 
gleich zu werden, dessen Grösse immer zwischen den Grössen 
zweier vom Anfang an gleich weit entfernten m n und /t» liegt. 

8 
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§. 65e. 

Im §. 65c. wurde erwiesen, dass wenn h beliebig, aber 
grösser als y 3 angenommen und nun verfahren wird, wie es 
§. 65d. mit m geschah, also gebildet werden: • 

1) m = -i- 

2 ) K = 5+ — 

hi kleiner als h ist. 

Fährt man in der Bildung ähnlicher Ausdrücke wie 1) 
und 2) nach demselben Grundsätze fort, formirt also: 

3 ) mi = fyb+±- 

hi 

4) ^ 5+ — 

r mi 

5) mi = i_ 

fh 

6) A s = ^hfb+^1 

r m 2 

7) m 3 = * 

" 3 

und so weiter, so sind wieder aus den im §. 65d. entwickel- 
ten Gründen die Elemente wt, m l3 u. s. w. eine unend- 
lich wachsende, A, A l5 A 2 u. s. w. eine unendlich fallende 
Progression, beide in der Richtung nach y t hin, aber mit 
keinem Gliede über y t hinaus . fallend oder steigend, oder 
mit einem solchen gleich y x , dessen Grösse immer zwischen 
zwei Gliedern m n und A„ liegt, welche beide gleich weit vom 
Anfang ihrer Progressionen entfernt sind. 

§. 65f. 

Aus §. 65d. und e. schliesse ich: wenn aus den Koeffi- 
cienten h und c der reellen Zahlengleichung und einer be- 
liebigen Zahl 2 , die Gleichung 
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2 

1 ) ^ 5 + 4 - 


konstruirt wird, und es ist z, = z, so ist z die grösste posi- 
tive Unbekannte der Gleichung I. x 3 — bx — c — 0. 

War aber z t igz und es wird die Formation ähnlicher 

Ausdrücke nach dem Grundsatz, das zuletzt gefundene z n als 

2 


Divisor von c 


in 


«+■ 

stehen nach und nach: 

2 


2) 


~2 


=¥ 




einzuführen, fortgesetzt, so ent- 


3) z s = 

z 2 

2 

4) z 4 = b-\- — 

-3 

und so weiter, dann bilden die mit 2 ,, z 3 , z s , . . . . z 2 „ -f. , 
bezeichneten Glieder unter sich, so wie die mit z 2 , z 4 . . . . z 2 „ 
bezeichneten wieder unter sich, jede Gruppe eine unendliche 
Progression, die eine fallend, die andere steigend, beide in der 
Richtung nach y,, der grössten, der positiven Unbekannten von 
I. hin; beide den Werth von y, in keinem Gliede erreichend, 
sich ihm aber nähernd bis auf verschwindende Entfernung, 
auf solche Entfernung, wie sie dadurch begränzt wird, dass 
die Uebereinstimmung der Zahlen, welche ihren Werth be- 
deuten, bis auf eine beliebige Anzahl von Bruchstellen vor- 
her zu bestimmen ist. 


§• 65g. 

Aus den Ermittelungen der §§. 65e. und f. ergiebt sich 
das bei der Ausrechnung der kubischen Gleichungen des 
irreduktibelen Falls zu beobachtende Verfahren von selbst. 
Die Koeffieienten b und c der Gleichung x 3 — bx — c — 0 

8 * 
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sind gegeben, z wähle man willkürlich.*) 


Der Quotient — 


ist leicht gebildet und darf passend abgerundet werden, weil 
im Resultat schlimmsten Falls ein ganz neues z operirt. Nach 


wenigen Extraktionen der Quadratwurzeln^^ ergiebt 


sich das richtige Resultat;**) eine Grenze für die Genauig- 
keit der Niiherungswerthe irrationaler Unbekannten giebt es 
nicht, sofern sich der Rechner eine solche nicht selbst ge- 
steckt hat.***) 


§. 66 . 

Ist die grösste positive Unbekannte, yj, bestimmt, so 
berechne ich die beiden kleineren negativen aus 

yi + y% = yx 


y -x • y* — 

mittelst quadratischer Gleichung. 


c 

yi 


Führe ich eine ihrer beiden kleineren negativen Unbe- 
kannten, — y 2 , in die reellen Zahlenkapitalen 
x s — bx — c — 0 

ein, bilde also: 

— y\ + l>yt ~ c = o, 

so folgt: 

y*—fyb — — • 
y» 

*) Selbstredend kürzt es die Rechnung ab, wenn man : gleieh dem wah- 
ren Wcrthe von y\ möglichst nahe wählte. Benutzbar zur Ermittelung einer 
angemessenen Zahl z sind die Formeln für die Grenzwerthe der grössten 
Unbekannten im §. 64c. 8). 

**) Wenn auch in der beschriebenen Art nur von der Kapitale ausge- 
hend operirt werden kann , so doch nicht nothwendig von der geordneten ; 
selbstredend erleichtert es aber die Rechnung, wenn die gegebenen Zahlen- 
koeffieienten verkleinert werden können , oder statt mit Bruchkoeflicicnten 
nun mit solchen gerechnet wird, welche ganze Zahlen sind. 

***) Anlage 32. 
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Es sei m eine Zahl, kleiner als y 2 , gebe ich dieser die 
Stelle des y 2 unter der vorstehenden Wurzel, so folgt: 

. . \ = frJIZ 

r m 

weil aber m < y 2 , so ist — > y lt y s , aus eben diesem Grunde 
auch b — oder A, <y 2 . 

r r y 2 

Wäre h eine Zahl, grösser als y i und nach Grundsätzen 
wie vorstehend gebildet 

«1 = 

r h 

so würde m 1 ]> y 2 sein, weil es A ist. 

Mit dem kleineren Unbekannten lässt sich also nicht 
operiren, wie es mit y x in den vorstehenden §§. geschehen 
Wenn aber in der Formel des §. 65f. 

z, — 5 _j_ b — 0 ist, also z 2 = ~ 

8 3 

so ist z, )> fr* ’c , wenn z kleiner, und Zj frc, wenn z grösser 
als diese Wurzel angenommen wurde, und es bilden die 
Zahlen z, z 2 , z t u. s. w. ebensowohl als die Zahlen z,, z 3 , 
z 5 u. s. w. Progressionen, welche steigend und fallend sich 

3 

dem wahren Werth von frc immer mehr und mehr nähern. 

Hieraus folgt eine andere als die gewöhnliche Art des 
Ausziehens der 3ten Wurzel aus gegebenen Zahlen, deren 
Vorzug darin besteht, dass es zur Ermittelung dieser Wur- 
zel nur einfacher Divisionen und der Extraktionen von zwei- 
ten Wurzeln bedarf.*) 

*) Anlage 33. 


* 
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Anlagen. * 


* 


Anlage 1. zu §. 6. 

Gegeben: I.* x* — 16a+ 63 = 0, nach Einführung der Special- 
wer;the yi und y t t 
' H. 1) y\— 16^+63 = 0 

2) y\ — 16y*+63 = 0, sumrairt: 

(2/i+2/j) — 16(i/ 1 4-y 1 )4-126 = 0. Nun ist aber 
D\ +4/i = 16 (= «), also : 

III. y\+y\ = 256—126 = 130 

fyi-y-i — 26 —126 

IV. (yi — y») 2 = 4, V. y x — y % = ^4, yi+y* = 16, also: 


VI. 1) yi = ^±^ 


- •'s 


VII. * = = 8+1+1. 

u 


Anlage 2. zu §. 14.**) 

Gegeben: zwei Gleichungen mit der gemeinsamen Unbekann- 
ten y t . 

II. 1) x 1 — lO.z+21 = 0, und 2) .rJ+Sa;! — 33 = 0. 

m. 1 ) y \ — 10^+21 = 0, 

2) y * — {- Syj — 33 = 0; hieraus, subtrahirt: 

r\A 

IV. — (10+8)yi+54 = 0, und V. 2 / 1 = = 3. 

VII. —33.100+21.64— (-8.10.21)— (—8.10.— 33) 

— (2.21.— 33)+(21) 1 +(33) 1 = 0, 
—3300+1344+1680—2640+1386+441+1089 = 0. 


*) Die Nummern sind denen gleich, welche die bezüglichen allgemeinen 
Gleichungen im Text haben. 

**) Im Haupttext ist versehen, beim §. 14. auf Anlage 2. zu verweisen. 
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Anlage 3. zu §. 18. 

17 i 3 

Gegeben: III. 1) x 2 — — 0 mit den Unbekannten — u. 

1 Z U 4 


-g-; hieraus : 


2) — 34«j -{-288=0 mit den Unbekannten 18u.l6 und ist: 

34 =(t+t) 24 > 288 =(tt) 576 ' 


Anlage 4. zu §. 19. 

Gegeben: .z 1 -{-132.t' — 8640 = 0; a— — (11.12), b = — (60.144), 
also hieraus: x 2 -\-llx — 60 = 0. 

Die erste Gleichung hat die Unbekannten: 


x— — 66-f-114^Tl oder: y x = 48, y x = — 180, die an- 


dere hat 


11 + 19^1 , 

: x t = ~ö— oder 2/i-i = % 2)i-i = 


-15. 


x ist also das zwölffache von x x . 


Anlage 5. zu §. 24. 

Gegeben: I. 1) x* — 3lx 2 -\-2Tlx — 561=0 

2) x* — 31^(4-271.®! — 561 =0, nach Subtraktion: 
II. (ä s — x \) — Sl^* — x\)-{-21\{x — « 1 ) = 0; hieraus nach 

Division durch x — x x 

— 31(a:— f-.-TTj)— j-271 = 0, oder: 

III. x 2 — (31 — x x )x-\-{x 2 — 3lx x -\-21l) = 0. 

Aus der letzteren Gleichung folgt nach §. 6. VII. 

iv. 3i— *x+fr-y +62^-1^ odef) wenn yi aIs 

bekannt und = 3 ermittelt war, 

V. y x = 3 

2 2 

284-K36 28-^36 M 

2h = — o — = i ? > y« = ö — = Li - 


Digilized by Google 



120 


Anlage 6. zu §. 25. 

Gegeben: — 10.r* — 1 7a;— {-G6 = 0, «=10, 6 = — 17, c = 

I. 1) y, = — 3, schon ermittelt, also : 


- 66 . 


m 10+3+K100+ 68—3(20+9) 13+^8 J 

2 ) y, — 2 — 2 


= 11 . 


3 ) y» = 


13 — ‘Ksl 


2 . 


II. (—3+11+2)= 10. III. ( 3.1 1)+( — 3.2)+(2.11) = — 17. 
IV. -3.11.2 = — 66. 

V. a s — IO**— 17.*+ 66 = ++3)+— ll)(.r— 2) = 0. 


Anlage 7. zu §. 28. 

Gegeben: .* s +10;**+31#+30 = 0; a = — 10, 6 = 31, c = — 30; 
2/i = —5, i/ 2 = — 3, y, = —2. 

I. (— 5*+(— 3)*+(— 2)*= (- 10)*— 62 = 38. 

II. 5) (— 5)»+(— 3)»+(— 2)* = (— 10) 3 — 3(— 10)31. 

+3.(— 30) = —160. 

III. 3) 25( — 3)+25( — 2)+9( — 5)+9( — 2)+4( — 5)+4( — 3) 

= (— 10).31- 3(— 30) = —220. 

IV. 4) (— 5) 4 +( — 3) 4 +(— 2) 4 = ( — 10) 4 — 4.( — 10)*31. 

+4( — 10)( — 30)+2.9ßl = 722. 

V. (— 5) s +(— 3) s +(— 2) s = ( — 10) 5 — 5( — 10) 3 3 1 

+5( — 10) 2 ( — 30)+5( — 10).961 — 5.31. ( — 30) = —3400. 

VI. (— 5)®+( — 3)®+( — 2)® = (— 10)®— 6.(— 10) 4 .31 

+6( — 10) 3 ( — 30)+9.( — 10) *.96 1 — 1 2(— 1 0).3 1 .(—30) 
—2.29791+2700= 16418. 

VII. 2) (— 5) s (— 3) s +(— 5) 3 (— 2) J +(-3) , (— 2) 5 

= — 3.(— 10)31.(— 30)+29 791+2700 = 4591. 


Anlage 8. zu §. 29. 

Gegeben: «*+5^* — 29 jc — 105 = 0; Unbekannte: 5, — 7, — 3. 
Differenzen einer Richtung der Unbekannten: (5+7), 
(—7+3), (—3—5), oder: 12, —4, —8. 
Differenzen der andern Richtung: — 12, 4, 8. i 
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Produkt der Differenzen: n = 12.( — 4)( — 8)( — 12). 4.8 
= — (384)* = — 147 456. 

IV. 3) tt = 4.(— 5) 3 (105)+4(— 29) 3 +27(105) 3 

— ( — 5) 2 ( — 29) 2 — 1 8( — 5)( — 29)(105) — —147456. 

Anlage 9. zu §. 30 A. 

I. x s — 6« 2 +ll« — 6 = 0 mit den Unbekannten 3, 2, 1. 

$ — 2; aus I. additiv gebildet: 

III. x* — (6-}-6)i» 2 — )-(l 1— f-24— {-12)^ 1 mit den Unbe- 

_ (6-)- 22+24+8) = 0,. kannten: 5,4,3 = 
oder: « 3 — 12«]+47«j— 60 = 0 j(3+2),(2+2),(l+2) 

Zu §. 30 B. 

n— 3; die Gleichung der 3ten Potenzen der Unbekannten 
von I. ist: 

IV. 1) x * — (27 +8+l)«5+(216+27+8)« 3 i mit den Unbe- 

— 27.8.1 = 0, kannten : 27, 8, 1 
oder: x\— 36«* +251«»— 216 = 0 ) =3 S , 2 3 , l 3 . 

Anlage 10. zu §. 31. 

Gegeben: I. « 3 — 6« -i +4«+16 = 0, mit den Unbekannten: 
2 2 

4, l+'Ko, 1— 1 Yb. 

Aus I. soll die Gleichung 2ter Form gebildet werden, 
also: 

III. 1) a, = 6+3? = 0, ? = — 2. 

2) =(4— 24+12) = —8, d = (—16—8+24—8) 

.= — 8 . 

Die Kapitale ist also: x 3 — 8«! +8 = 0 und deren Un- 

2 2 

bekannte: 2, — l+'Kö, — 1— +"5. 

Anlage 11. zu §. 33. 

Gegeben: x i -{-\5x 1 — 49« — 255 = 0 mit den Unbekannten: 

5, —17, —3. 

Das erste Beständige A = ( — 225 — 147) = — 372. 

Das zweite Beständige B = (—6750 — 6615+6885) 

= —6480. 
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Die Kapitale I. 


n , 372 

1) «J 

+ 6J89-0 

+ 27 ’ 

oder: 2) «J — 124.r,+240 = 0 


mit den Unbekannten: 
(-17+5), (5+5), 
(-3+5), 

oder: — 12, 10, 2. 


Anlage 12. zu §. 34. 

1) x* — 21a; 1 +147a: — 343 = 0, der Kubus, mit den Unbe- 

kannten: 7, 7, 7. 

2) £ 5 — 27 = 0, die reine kubische Gleichung, mit den Un- 

bekannten: 3, 3', 3". 

3) x * — 35« 3 +216 = 0, im weiteren Sinne Gleichung 6ten, 

im engeren Gleichung 2ten Grades, mit den Un- 
bekannten: 3, 3‘, 3“, 2, 2', 2" oder den zwei Un- 
bekannten: 3*, 2 S . 


Anlage 13. zu §. 35. 

Gegeben: I.ar* — 6.r+9 = 0; b = — 6, c = — 9, 7r=4i*+27c J 
' = 1 323 = 3.(21)*. 

Es wird additiv eine Hülfsgleichung gebildet: 

II. — c t = 0, in welcher 3a, c, = b\ sein soll, 

also: 

III. 1) a, =3c, 2) t 1 = 3e J — 6, 3) c, = g s — 6s — 9, 4) ;?■,=.£+£. 
Weil aber: 3a, c, = b\ sein soll, so ist: 9g(g s — 6? — 9) 

= 9g 4 — 36g J +36 oder: 

5) 18g*+81?+36 = 0, g’+|- ? +2 = 0, g=-4u.g = -^. 
Für c = — 4 aus III.: 

IV. 2) a, = — 12, 3) u. 4) b t = 42, 5) c, = -49, 6) *, = 4. 

Aus II. und IV.: 

V. «*+12*J+42a:,+49 = 0. 

VI. 1) w.rJ+12ma:J+42»w:,+49m = 0, oder: 

2) x] + 12ww;* +42 »w, +49w = « 3 (1 — m). 

Nun soll m so gewählt sein, dass der Ausdruck, wel- 
chen ich bei der allgemeinen Gleichung „das erste 
Beständige“ nannte, = 0 wird, also: 


i 
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3) 144m* = 126m, oder: 


4) m =-— ; dies in VI. 2) eingeführt: 

ö 

„ TT , . 21 , . 147 . 343 / 1 \ , 

VII. 1) = oder: 

VIII. = ^ = -7, oder: 




63 






Für Gleichung I. : 

IX. 1) * = 4—7 = — 3. 

-81-63 . 
X. 1) x — ■ 


63 


—36 


ai-e+'K®) 


= 4- 


' 63 


3(— 3) 

— —3. 


Es war in IV. angenommen, g sei — 4; aber 5 hat nach 
III. ebensowohl den Werth i-; dies eingeführt giebt: 

U 

3 01 40 

IV. 2) fll = --J-, 3) u. 4) \ = -4, 5) Cl = -4, 6) * 

y> oder x = x t +y. 


4 : 

: X- 


v- = 0 . 

vi. i) ~:+|^- 2 -^.+ 4 -^= 0. 

, . 3m ,21 ,49 

2 ) x ?+~2 -x\—-£ma;i +-g»i = 

9 63 

3) — — m* — ~r m — 0 ( — a*-|-36 — 0), also 4) m — — 7. 

21 147 343 

VII. 1) *}-^;+^-~ = *K1+7) = (2*i>. 


VIII. 1) X,- 


2 

7 


2x l} x t — • 


x -*=T-y=- 3 - 
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Es wird also auch bei Benutzung der Formel des §. 35. 
mit Anwendung des Difterenzprodukts der einen wie der an- 
deren Richtung das gleiche Resultat erzielt. 


Anlage 14. zu §. 36. 

Gegeben: I. . v * — 18a;— j— 35 = 0; b — — 18, c= — 35, 

n — 3(3 249) also 3* = (171)*. 
Eine Hiilfsgleichung zu bilden : 

II. xf — — c t = 0, für welche 
IV. 1) (a* — 25,)* = 3(6J — 2«jCi) oder 

2) af — 4aj6i-j-6aiC,-(-5} =0; es wird (weil a = 0 an- 
genommen) 

V. 1) a, = 3c, af — 9c*, af = 81s 4 . 

2) b t — (3 S *— 18), b * = (9s 4 — 108s*+324). 

3) f! = (s s — 18s— 35). 

4) a\by =(27s 4 — 162s*). 

5) CjCj = (3s 4 — 54s* — 105s). Hieraus und aus IV. 

af — 81s 4 

—4 afb = — 108s 4 +ß48s* 

6ÖJC, = 18s 4 — 324s*— 630s 

bf = 9s 4 — 108s* -(-324; summirt 


VI. 


1) 0 = 216s*— 630s+324. 


35 3 

2) e 1 — — °> oder 3 ) u - 4 ) s = 


35+19 9») 

24 “ 4 


1 . 1 ) 


also (aus V.): 



, 2 . 2 ) b, = 


45 

16’ 


3.3) c, = 


4103 
64 ’ 


4.4) (af— 26 t ) = 


819 
16’ 

223 587 


, ... _ . 223 587 /819\* . 

5.5) (bf-2a lCl )= ; also: 


*) Entstanden aus 
_ 35-^361 _ 2 


256 

35-H/361 
24 


Es würde auch hier die Annahme 


24 


= _ dasselbe Resultat ergeben. 
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6.6) (af— 4a*6 1 -f6a 1 c 1 +6j) = («* — 26,) 1 — 3(6*— 2a,e,) 


C 


'670 761 

670 67 1 \ 

. 256 

256 / 


)= 0 . 


17TT . /819\ , , /819V , /4103V 

Vn ‘ 1) *' ( 16/*'“K 16/ ** \ 64 / °‘ 


/273 N 

k . , „/273V 

/273V 

/273V , , 

/4103\ 

’( 16 > 

W+Hle) x '~ 

'( 16 / “ 

-( är) + 1 

( 64 / 


=-( 5 t ? )=-( t )' Hier,us: 

vm. = oder,:=l 2 i=(ll )*, „=^l. 

2 

Es ist aber x — x x — 5= ^ — — und würden sich so- 


nach für x in diesem Falle sechs Werthe ergeben. Dieser 
Zweifel ist aber nur so lange berechtigt, his ich weiss, dass 
im gegebenen Falle das Vorzeichen der einzigen reellen Un- 
bekannten des Beispiels (I.), weil c negativ, ebenfalls negativ 

sein muss, also x = — — - = — 5 richtig ist. 


Anlage 15. zu §. 37 und 38. 

§. 38. Gegeben: V— 12V+29.Z— 18 = 0. a = 12, b = 29, 
c = 18. Unbekannte: y x , y lx y 3 . 

A = — 57. B = 810; 4A>-\-B* = —740772+656 100 
= — 3(168) J . 

§. 38. II. Kapitale: x * — -tr^i — ^J^ = 0 oder: — 19a:, — 30 

iß & l 

12 

= 0 ; x x —x — Unbekannte v r 2 , r*. 

3 3 

Aus §. 37. n — ^TsiO+lGSK^^^ 3240+672^^3 

2 -8 

=V{^)' 
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§. 38. III. v, = 


15+K=3 (~57) 

2 


_ lö+K^+lö— ' V— 3 _ . 


— ö, y t =»i+4 = 9. 


§. 37. X. y! = 9, 


}h 




= 12 + ( : 


15+15K=3-¥=3-3\ , /-15-15'K-3+'K^3-3'| 


+( 


12-9 


3 


= 1 ; ähnlich entwickelt: 


» = 12+ (l^l)" + (154z-i) , = l^= 2 . 

3 


Anlage 16. zu §. 39. 

Gegeben: « s — 6«*+ 10« — 5 = 0; y x — 1, y x = , 

2 2 

5 — Y ~ 5 

Vi — — g ’ 

A = —6, B = 27, 4A*+ß I = —135, 

,.=-i+EÜ 

2 i £. 

VIII. 1) = yi +^++3,, '^1 + (^d^)'+ " 

2 

_ — 3+y^Iö 

— 2 . 
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2) 4 = y.+jfc M +y,' = 1+(^P)‘ ‘+(^-p)‘ 


-3 — "K-— Tö 

2 . 


IX. y,=6+(- 3+ ^ 15 )+(- 

oder: y x = 6+(- 3 - 1 


/'-S— K— 15\ 

6—3 

\ 2 / 

3 

\ 6—3 

2 

(—d+V~^T\ 5' 

\ 2 > 

' 3 


1 . 


1. 


Anlage 17. zu §. 40. 

Gegeben : x 3 — 2x — 4 = 0. 

2 2 

Unbekannte 2, ( — l+'K — 1), ( — 1 — ty — 1) 

A = — 6, B = 108, A 3 = — 216. 

VI. — 108£ s -f-216 = 0; hieraus: 

2 2 2 

VII. 1) 7* = 54+^2916—216 = 54+30^3 = (3-fK3) s . 
2 2 

2) 2 * = 54—301/3 = (3— 1 K3) s , und 

3) »*.i* = 216 = — A 3 , 2,4 = — A. 


Anlage 18. zu §. 41. 

Gegeben: x 3 — 19«— 30 = 0; 4& s +27c> = — (56) 1 . 

IV.* = <+0i ' 


3 

3 


=fo 405+84^=3 = ^+1? 

u 

(auch = ^^und=- 3 -4K=3) 


VI. 4) C' = 


405— 84'K— 3 
3249 
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Anlage 19. zu §. 43. 

sgeben: ar s — 48 Lt— 3600; Unbekannte: 25, 
Differenzen der Unbekannten: 41, — 7, 

A = —1443, B = 97200, 4ri’+# 2 = ~ 

= — 27(9758)’. 

I. x 3 — 1443a:, — 9758 = 0; Unbekannte: 41, —7 


108(23804641) 


- Anlage 20. zu §. 44. 

Gegeben: x 3 — 14.r’+49:r — 36 = 0. 

A = -49, B = 286, 4A»+B* = -38S800 

> n 2 

17 13 + 3^— 3 /9 

» = 143+ 180K -3 = -- 2 = (- 


X. #*— 12a:+9 = 0 (mit den Unbekannten: 3, 


in eine Gleichung umzubilden, worin a* 


129 


A = — 36, B = — 243, 4A 3 +B 3 = — 7.(135)% i — i], 

3 ___ s 

*=^7^243-1-135^=7, 15^3+31=21 

2 2 

2 

e = 2^4 = 4. Aus §. 31 III.: 

«J — 12«}-f-36«i — 7 = 0. Für diese Gleichung ist: 

Ai = — 36, also, weil (12)*= — 4( — 36): «J = — 4 A. 


Anlage 21. zu §. 45. 
Gegeben: I. x 3 — 49« — 120 = 0. 

A = —147, B = 3 240, 4A 3 +B 3 = — 3(858) 2 , 


I- 2) = 


2 - 1 620+429*H=3 = (12+t=3) s 

0 2 2 2 2 _ 

(t‘-pK36)(;— ■ K36)_(12+8 i b=3X12— 6K— 3) 


3z" 


3(12+^— 3) 


: 8 . 


II. Gegeben: x 3 — 7« 1 +6 = 0 
a = 7, c = — 6. 

3 3 

3) u. 4) i =fyf 262+99K— 5 = (9K— 2+llK 10)» 

— ( — 2 — 3^—5). 


III. Gegeben: x* — 6x 2 -{-12x — 10 = 0 

3 

A =.0, B = 54., z = 3K2 

yi = 2+K2, y t = 2+(¥2)\ y % = 2+(K2)". 

IV. Gegeben: x 3 — 6a? a -(- 1 l.r — 6 = 0. 

A = —3. i = +=3. 21 = 0. 

yi =2, yi = 2+1 = 3, 2/s = 2 — 1 = 1. 


9 
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V. Gegeben: x 3 — 8#*+ 20a: — 16 = 0 

A=— 4, B— 16, 4A*+.B* — 0. 


5) 6) 7): y t = 


—32—16 

—12 


-64+16 0 

4 , yi — y» = 24- — 2 - 


Anlage 22. zu §. 46.*) 

I. Gegeben: x s — 8«*+15a: = 0. 

II. 1) A = —19, 13 = —56, 4A 3 +jB* = —24 300 = —3(90)*, 


2) i=fy —28+45^—3 = — 4+K=3. 

ttt .. _8+(-4+^)+(-4-'K=3)_ n .. _ 9 .. 

111. 3/1 — — 0, y 2 — o, y 3 — o. 


Anlage 23. zu §. 47 
I. .r 3 — 12x*+41x— 42 = 0 
II. £ 3 — 14^*+59 j: — 70=0 

— a = 2, 6, — i = 18, c t — c — 28 


Gemeinsame Unbekannte 7 u. 2. 


VI n = 18+K (18)* — 4.2.28 = 18+10 = ? 

’ yx 4. 4 

18—10 „ 

2 ) 3/i = — j— = 2. 


Gegeben: x 3 — 18a;*-f 89.r — 132 = 0. i 


Gemeins. Unbekannteil 


x 3 — 19 ^ 1 + 79^+99 = 0 .) 

«, — a=l, 6 , — b = - — 10, c,=c = — 231. 
_ 1-18( — 231) — 1.132 — ( — 10)( — 231) 

' 2/1 — 1.18(— 10)— 1.89+1.(— 231)— (— 10)* 


—4158—132—2310 

-180—89—231—100 


11 . 


Anlage 24. zu §. 51. 

2 

Es sei die 3te Wurzel aus A+</> zu extrakiren. 

£4 

*) Im Haupttext ist versehen, beim §. 46. anf Anlage 22. zu verweisen. 
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o 

Gesetzt: Af— B, N'p — 4A*-\-B\ also: A = 


Konstruire ich nun eine Gleichung: 

s 


1/iV 2 »— AP Af A 

’-T -A- — = o, 


27 


reell 


so ist für dieselbe, in welcher i — ^jT Al-\-AJtyp, y t 
und berechenbar (§. 61 u. folgende). ' 2 

Ich habe dann y t — i—A also i 1 —3y l i = A, eine Glei- 

i 

~~Ä~ 

chung 2ten Grades, durch welche i in zwei Werthen, oder 


weil A 




— M' 


drei Werthe hat, in sechs Werthen, 


die sechs Werthe der cardanischen Wurzel: M 1 -j- TV ] /p 

wiedergiebt. 2 


Anlage 25. zu §. 57. 

x 3 — 93*— 308 = 0. A — —9(31), A* = —729(29 791). 

B = 2.27.154, B*= 4.729(23716), 4A*+ B 3 = —4.729(6075) 

3 2 _ 

= — 3(2430)*. i = ^ 27(154+45^—3) = s (f . f .i :|E j) 

2 

oder =3^ — oder = 3( — 2 — 3+ — 3). 

Es ist also : (a = 0, m = 11, n — S,p = — 1). 

V. 1) yi = 33 = 11. 2)y 2 = — 33-9 = — 7. 3) y, = — 33+9 
3 6 6 

= — 4; oder (m = — 7, n = — 15): 

1) yi = — 2 1 = — 7. 2) y t = 21—45 = —4. 3) y 3 = 21+45 
3 6 6 

= 11; oder endlich (m = — 4, « = — 18): 

9* 
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1) y l =. — 12— — 4. 2) yi = 12-)-54 = 11. 3)y s = 12— 54 
3 6 6 

= —7. 


Anlage 26. zu §. 60. 

m - T) Unbekannte: T* T’ T' 

2) «J — 31«*+300«! — 900 = 0; Unbekannte: 15, 10, 6. 
VI. 1) xf — 444« — 880 = 0; Unbekannte: 22, — 2, — 20. 

2) «* — 111« — 110 = 0; Unbekannte: 11, — 1, — 10. 


Anlage 27. zu §. 62b. 

V. u. VI. Gegeben: «*+ 105« — 218 = 0, 6 = 105, 6, = 35, 
c = 218. 

(46J+C 1 ) = (171 500+47 524) = (468) 1 , = 468. 


. <L/~27.2l8 + 3.9.468 —36 —315 

§ = 21i -=ir=- 15 ' 

4 — ^ 21 — 15 0 nl ^ 5 

yi — -7- = — ö — = 2 ; y* — ‘ 5" — — l+6r —3, 


3/s = 7”— 5' = — 1-6K— 3; 

oder 6 negativ : « s — 84« — 407 = 0. b = — 84, bi = — 28. 
c — 407. 

(46J+C 1 ) = (—87 808+165 649) = (279)*, = 279. 

s 

K 27.407 + 3.9.279 —36 252 

1 = 21; _ r = _ := 12.^ 

^ 4 . = = n±jss i 


y, = T‘+4'-. 


— 11 — ZV — 3 
2 


1 

1 
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' Anlage 28. zu §. 62c. 

Die Unbekannten zu finden aus: 

I. **+13* — 17 = 0. b = 13, c = 17. 

(46*4- 27c 1 ) = (8788+7803) = 16 591 = 27(614 , «um...)*). 

3 

1 — 27(17+'K614,4 8 i 4sx . . .).. — 3^ 20,^94 . . . — 3(2, 754 . .), 

2 

_ -3(13) _ _ 

*1 — •ö?ö 7 —4,720 —0(1,573.J- 

0(/,754. .) 

_ * + *1 3(2,754—1,573..) 

2/l - g ' — g 1 7l«l 

Also aus I.: (l, 181 ) s +13(l,i 8 i) — 17 = 0, oder: 

1,65+15,35-17 = 0. 

17 

Ferner aus: y x = l, m = — (y 2 +i/ 3 ), und:-: = 14, 4 ...=y 2 i/3 

•Gm 

(2/2 + 2/s) 2 — 1,4 
4i/22/3 = 57,7 

~ 2 _ 

yi— y» = ^ — 56,s... = (7,50. ..jK— 1 

2/2 +^3 — 1,181 

_ 1,181+7,50. 1 .. 1,181 7,50..K 1 

2/i — 2 > 2/» — 2 

Die Unbekannten zu finden aus: 

II. 11*— 20 = 0. b = — 11, c = 20. 

(46*+27 c *) = 5476 = 27(202, 8M814 ...). 

3 

i = 27(20+1^ 202, 8 i4 8J4 . . .) = 3l/^ 1 7, 720 . . . = 3(2,57 .. .), 

2 

Ö — ^ — 4,28 . . . — 3(1,426 . . .). 

2 h = ~|j — 2, 57... + 1,43... = 4. 

*) Die Aussonderung des Faktors 27, schon an dieser Stelle, erleichtert 
kenntlich die Rechnung; die mehr oder mindere Genauigkeit der letzteren 
wächst, je mehr Stellen der vorkommenden Decimalbrüche genau berechnet 
werden. 
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Anlage 30. zu §. 63b. 

17) Gegeben: — 237^— (-884 — 0, 

- 46 3 +27 O = (4.27X— 493039+195364). 

Es ist 46*(>27c I und negativ, die Gleichung also eine 
solche mit 3 reellen Unbekannten, welche letztere durch An- * 
Wendung von trigonometrischen Hülfsmitteln berechnet wer- 
den sollen : 

18) »:-3 < - 1+Cl =0,|. = ifÖ.=+W’ 

2 24 t» i V U ' 


=¥'. 


195 364 


0,3<] 


— v 493 039 — r ^ ,3% 201 123 — 4 . . . 

sin /_a = 0,(42;) 4 . . . log »in /_a = 9, 798 981 2 , [_ a = 39 °.'42 " 

L<*_— 13°.'14" log sin 9 , 3522156 , *»» L« — 0,225 012 
3 3 3 

sin_4R — a = sin ,/_320 °59' 1 8 " = sin /_ 106 °59'46" = stn /.7 3°. '14” 
3 3 . 

log sin f_ 73°.'14" = 9, 980 «05 3 , sin /_ 4 R—a = 0, 956 32 4 - 

3 

sin ^_AR-\-a — sin /_399 0 .'42'' — sin j_133°.'14" = sin _46°59'46" 
~ 3 3 

log sin l_ 46°59'46" 9, 88 4 io 28 , sin l_ 4 R-\-a — 0, 7 si 312 . 

3“ 

Die drei Unbekannten der Ilülfsgleichnng Pos. 18) sind also: 
2 sin a — 2 ( 0 , 22 -, 012 . . .) = 0 , 4 =,o 024 , 

¥ 

2 8m 4 R a — 2 ( 0 , 35 « 324 .. .) — 1 , 91 « 1)48 

3 

2 sin 4ß+« — 2 ( 0 , 73 i 312 . . .) = 1,462 « 24 - 

3 

In der Gleichung Pos.- 18) ist, weil c 7 tnit dem additiven 
Vorzeichen auftritt, die grösste der Unbekannten negativ, 
also wenn ich diese mit y x . j, y 2 -i und bezeichne: 


*) Ich setze hier nicht den Kocfficienten mit zwei Dimensionen, — 237, 
sondern die Zahl 237 = b. 
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2/l-l — 1 j9ia «48 

y^•^ == 1)462 624 

2/3*» — 0,450 024 

2 

mithin für Gleichung 17) und weil = £ 79 = 8,888... 

3/1—^16)990«...) 2/i = 12,9998 ...) y% = 3,999 8 . . . 

Nach der Form dieser Unbekannten liegt Abrundung 
derselben um so näher, als das Differenzprodukt 

=.—108(297 675) = —(32 148 900) — —(5 670)*, 
die Gleichung also eine rationale Zahlenkapitale ist. Sonach 
linde ich die Unbekannten: y, = — 17, y 2 = 13, y s =4. 

Anlage 31. zu §. 64b., c. u. d. 

Erstes Beispiel: 

Gegeben: «* — 223094719« — 1282 560909630 = 0; also: 

—b 3 — —11 103 703 846 362 704 315 696 959 
c* = 1644 962486 910933026736900 

7t = — 46*-f 27c 1 = (—44 414 815 385 450 817 262 787 836 
444413987 146 595 191 721 896300) 

= —828 238 855625 540 891 536 

= — (28 779 139 244) J . 

Da n ein negatives Quadrat, b ungerade, c gerade, beide 
relative Primzahlen zu einander, c durch 3 ohne Rest theil- 
bar, 5 = 3»+l, c^>b und 4i*]>27c*, so schliesse ich 
(§. 64b) dass die Gleichung I. drei rationale Unbekannte hat, 
von denen, weil c in derselben negativer Theilsatz, die grösste 
y 1? positiv wirkt. Die Werthgrenzen der Letztere^ sind: 

3 

1 ) min y t = fr 4c = 17 246-j-(kchter Bruch), oder: 

2 2 

min y, = ¥b\\^ = 'K' 12 748“666333273 637 342433859 
b — 223094719. 

(Da das Resultat, wie leicht zu übersehen, wenn die Rech- 
nung begonnen wird, kleiner ist als 17 246, so kann die voll- 
ständige Ermittelung dieser Werthgrenze erspart werden.) 
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2) max y t — 2^/^~ — ^297 459 625 — 1 7 247 +(ächterBruch) 

2 

C +>K4&I+ C * 

oder: maxy j = — “26 

2 

1 282 560 909 630+1* 46 059 777 872 361 750 289524 736' 
— 2(223094719 

(Auch letztere Maximalgrenze bedarf der Berechnung nicht; 
die Maximalgrenze 1) war grösser als 17 246, die Maximal- 
grenze 2) kleiner als 17 248, da hier nur ganze Zahlen in 
Frage kommen, ist also entweder 17 247 Unbekannte der 
gegebenen Gleichung oder deren grösste Unbekannte ist nicht 
rational; 17 247 ist wirklich die grösste der gesuchten Un- 
bekannten.) 

Zweites Beispiel: 

Gegeben : **— 2 605 694 191*— 26 056 940 910 = 0 
— b * = 17 691 731 283 834 300 556 403 409 871 
678964169587 231628100 
n = (—70 766 906 803 304 623 370 359 680 784) 

= —(266 020 500 719 972)*. 

s 3 

Werthgrenzen: 1) miny , = ¥Ac = 2K13Ö28 470 405 
= 2(2 353, w , 4 . ; .) = 4 707+Bruch 


2 2 

und minyx — — - ö+-^j- — Y2 605 694 191 + 100 


= Y2 605 694 292 = 51 046+Bruch, rund = 51 047. 


2) max yx 


_ c+K 4 6»+c» 


2b 


Y* 


5+V> »+ 


46 2 


5+'fc*2 605 694216 = 51051+Bruch, abgerundet: 51051, 


oder max yx 


= 2+1 


s- (augenscheinlich grösser als 

ü 


5 +^6+25, bleibt also ausser Berücksichtigung.) 
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Die richtigsten Werthgrenzen sind: 51047 und 51051. 
Es sind also nach und nach: 51047, 51048, 51049, 51050 
u. 51051 als Unbekannte einzuführen (oder auch nur 51047, 
51049 u. 51051 weil, wie leicht erkennbar, 51048 den Fak- 
tor 9, 51050 den Faktor 50 hat, welche beide nicht auch 
Faktoren von c sind) und findet sich dann, dass 51051 die 
grösste (positive) Unbekaunte der gegebenen Gleichung ist. 
Drittes Beispiel: 

(Behufs Vergleich mit der Ausrechnung durch Benutzung 
trigonometrischer Funktionen ist eine Gleichung mit densel- 
ben Zählen wie in Anlage 30. gewählt, nur wurde das Zeichen 
von c verändert, also:) 

Gegeben : x * — 237.r — 884 = 0, n — — (5670)*. 


Werthgrenzen: 1) min y l — VA c = 15,24, 

oder 2) min y x = = ^250,9 = 15, 

c+Y 4P+7* _ 884+K5TÖ29 608 


', 84 , 


3) max y, 


2 b 


474 


= 17,3 oder 


4) max !h = 2^P 4- = 2^79 = 17, 7 . 
ö 

Da die grösste, die positive Unbekannte durch Taton- 
niren nur gefunden werden kann, wenn sie ganze Zahl ist, 
so kommen hier 16 und 17 in Frage, y x ist aber = 17. 


Anlage 32. zu §. 65g. 

Das Verfahren, dessen im §. 65. gedacht wird, hat vor 
der mittelbaren Ausrechnung kubischer Gleichungen im irre- 
duktiblen Fall, die grössere Sicherheit und die Kürze, vor 
dem Tatonniren aber voraus, dass es den Werth der grössten 
Unbekannten*) auch dann, und zwar mit beliebiger Bestimmt- 
heit ergiebt, wenn dieser irrational ist. 


*) Für die Form: z? — bx-t-c = 0, in welcher Gleichung die grösste Un- 
bekannte negativ wirkt, ergiebt sich das richtige Resultat von y x , wenn z 

unter dem Wurzelzeichen negativ benutzt, also gebildet wird: J| 

Z *=Y> “• w - 
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ir*j* 

J , 


Man ist niemals genöthigt, it = — 4/>»-j-27c s vollständig 
zu berechnen;*) die bald zu gewinnende Ueberzeugung, dass 

genügt um zur Berechnung von y y über- 


zugehen. 

Das Verfahren überwindet jeden Fehler bei der Wahl 
des ersten Divisors von c rasch; darum kommt es nicht ein- 
mal so sehr darauf an, ob z dem wahren Werth von y y mehr 
oder minder nah gewählt wird,*) jeder Aufenthalt behufs Be- 
rechnung der Werthgrenzen kann also ebenfalls vermieden 
werden. 


Erstes Beispiel: 

Gegeben: «»—32520 723«— 63279075 = 0. 

Die Unbekannte soll auf 3 Decimalbruchstellen berech- 
net werden. 

z werde, dem wahren Werthe von y y recht ungleich,**) 
= 1 angenommen, also: 

z =¥32 520 723+63 279 075 = 9787 ; f) -i- = 6466 


zt = ¥ 32 520 723+6466 = 5703; — = 11 095 


z t = Y 32520 723+ 11 095 = 5703, 666 ; — = 11 094, 

Aus der ann 
ich y y = 5703,6«,; 


c c 

Aus der annähernden Gleichheit von — u. — erkenne 


*) Man wird sowohl n als die Werthgrenzen in der Regel doch berech- 
nen , wenn dies ohne ganz erhebliche Rechnungsschwierigkeiten geschehen 
kann, sowohl des möglichen Tatonnirens, als derjenigen Rechnungserleichte- 
rung wegen, welche eintritt, wenn z dem wahren Werthe yy recht nahe ge- 
wählt ist. 

c 

**) War, scheinbar noch ferner von der Wirklichkeit, c = oc, also — = 0 

angenommen, so würde = j+32 520 723 = 5703 , dem wahren Werth von 
yy ganz nahe gefunden sein. 

•J-) Bruchstellen berücksichtige ich erst, wenn die Ganzen ermittelt sind. 
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■ • ^W' 


Zweites Beispiel:*) 
Gegeben : « s — 237« — 884 — 0. 

Nach Anlage 31 : min y l = 15, »4, max j/, = 17 3 , 

= 16,57, — — 53, 34, Zi — *1^237+53,34 — 17, 
z 


15g4+173 


— 52, 

Z l 


y t = ^289 = 17. 


Anlage 33. zu §. 66. 

Die Kubikwurzel von: 5 770196292 852 = c = y* auf 
zwei Stellen zu berechnen.**) 

Aus der Bildung von c übersieht sich leicht, dass y x 
10000 und <[ 20000 ist; ich setze z = 20000 und finde 

hieraus : — =.d= 288 509 814, <bfd = 16 986. 
z r 

Letztere Zahl ist Minimalgrenze, ich runde sie deshalb 
auf 17000 = 04***) ab. 


*) Behufs Vergleichung dieses Verfahrens mit den Ermittelungen von 
jri durch trigonometrische Hülfe und durch Tatonniren benutzte ich hier aber- 
mals das Beispiel Anlage 30. und Anlage 31. drittes Beispiel. 

**) Es ist nicht meine Absicht zu erweisen, dass die im Haupttext, je- 
doch nur beiläufig und ausserhalb des eigentlichsten Zweckes meiner Arbeit, 
erwähnte Art der Extraktion einer dritten Wurzel unter allen Umständen 
Vortheile gegen die schon bekannten Extraktionsmethoden gewährt, ich wollte 
nur Beläge für die Meinung anführen, dass sie unter Umständen benutzbar 
ist, gewissermassen eine Anfrage an die Rechnenpraxis richten, ob sie nichts 
damit anfangen kann , vielleicht ist das Verfahren der Weiterbildung fähig. 
Durch Hülfe von Logarithmen wird man schneller zum Ziel kommen , aber 
mit derjenigen Methode, welche auf Zerlegung der gegebenen Zahl in die 
Theilsätze des Ausdruckes : <r , -f-3« 2 4+3aÄ 2 -f-A 3 = (a+4) 3 basirt, dürfte obiges 
Verfahren konkurriren können. 

Ich nehme an , dass zur Berechnung des Beispiels weder Logarithmen- 
tabellen, noch die denselben angehängten Kubiktafeln zur Hand sind. 

***) Minima werden durch Hinzufügung, Maxima durch Weglassung von 
Ziffern abgerundet; wieviel Stellen einer Zahl hiervon betroffen werden dür- 
fen , lässt sich nicht wohl unter bestimmte Regeln bringen , es sei denn die, 
dass die übereinstimmenden Ziffern der höheren Stellungen zweier Werth- 
grenzen und noch eine weitere, von der willkürlichen Veränderung nicht be- 
rührt werden sollen. 
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—=<^=339 423311; , {/(4=18423,*) abgeiundet: z, =18 000, 

—=d x =320 566 460; ^d,=17 904, do. 
z 2 

-f-=<4= 322 177 347; ^rf s =17948, do. 

—=d A — 321 638 589; ^d 4 =17 934, do. 

z * 

— =tf 5 = 321 728257; ^=17 936,7, do. 

Z S 

—=<4=321 710319; ^<4=17 936, 2 = *„ 

z e 

— =<4= 321 706 732; ^<4=17 936, 185 = z„ 

*7 

— =<4= 321 707001; ^<4=17 936, „ = *„ 
und hieraus endlich —=321 706912=<4 ; <J?f<4=17 936,io=yi. 

Zg 

Möglich, dass diese zehnmalige Extraktion einer zweiten 
Wurzel — mag sie in der Praxis auch nicht so unbequem 
werden als es scheint — doch immer noch recht lästig ixt, 
sie ist theilweise sogar ganz zu vermeiden. Es soll hi >r 
Letzteres erwiesen werden. 


*,=17910, 
*4=17940, 
* s =17 935, 
*„=17 936,**) 


Q 

Ist z 7 ^> — , so ist z Maximalgrenze, im anderen lalle 

Minimalgrenze , und bezeichne ich dies : z = Maxg ., oder : 
z = Ming. 

Im vorstehenden Beispiele war 10000 Minimalgrenze, 
20000 Maximalgrenze, also: z = 10000 = Ming., z, = 20000 
= Maxg. 


*) Bruchstellen werden erst berücksichtigt, wenn die Ganzen der Werth- 
grenzen übereinstimmen. 

**) Hier kommt es vor, dass durch die Abrundung eine Maximalgrenze 
in eine Minimalgrenze verwandelt wird, aber die Folge erweist, dass dies auf 
das Rechnungsresultat keinen Einfluss hat. 
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: 15000; 


5 770196 292852. 


2- ■ 15000 >300000000000^) 

?*=(15000)* <300000000000 

also ?, = 15000 — Ming. 

Ich bilde nun den Durchschnitt dieser Minimalgrenze 
und der zuletzt gefundenen Maximalgrenze (?i), also: 

z I z 

?s = — ~2 * — 17 500 und finde z s Ming. In angedeuteter 
Art fortfahrend, ergiebt sich: 

?, + ' s =18 lbO=Maxg., z, =---- ^ 4 =18 125 —Maxg. 


z* 


2 

~ l - ~s 


2 — 17 8 13= Ming., = >»+ g « =17 969=3/^. 


1 +'7 


=17 891 =Ming., z 9 


2 


: 17 930— Ming. 


1 I *9 t 


‘ , ” r ‘ 9 — -17 950 =Maxg., ?,.= Z *\ ho =17940=3/«^. 




=17 935— Afing., r ls = 


. ~U “Ml 


=17 937=3/«^. 


Zu 


— f i»+^» = 17 936— Ming., — - y* 1 ---- = 1 7936,, =3%. 


zit~\-z li 


= 1 7936,i 5 = Mxg. ,? l7 = 




= 17936 , 13 = 3 /}«^. 


«i.= 5 - *^ 1T =17 936, t> = yi . 

Dass hiermit «/, gefunden ist, ergiebt sich durch die 

(* 

Uebereinstimmung der Zahlen: ? 1( * und — , welche bei der 

Z l 8 

Uebereinstimmung der Ziffern 17 936, i in diesem Falle ganz 
berechnet werden mussten. 


*) Es bedarf erst “am Schlüsse der vollen Ausrechnung von 
— und z 2 ; bis dahin wird je nach dem Umfange der Uebereinstimmung zwi- 
schen den Grenzwerthcn, immer nur ein Theil dieser Berechnungen auszufüh- 
ren sein, hinreichend, um zu erweisen, ob z 2 — oder z 2 -< — 

2 Z 

i 

t 

I 


644092 
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Druckfehler. 


JJie Stelle eines ausführlichen Verzeichnisses stehengebliebener Druckfehler 
möge die Bitte, an den Leser gerichtet, vertreten, das Vorkommen einiger 
von solchen entschuldigen zu wollen: ohne jegliche Hülfe zur Sache oder 
Form, war ich mit der Arbeit selbst, wie schon im Vorwort erwähnt, auf 
meine Mussestunden angewiesen, und ebenso mit der Durchsicht des Drucks, 
ich war mein eigener Korrector ; wie schwer es ist, eigene mathematische Ar- 
beiten im Druck revidiren zu müssen, setze ich als anerkannt voraus. 

Das Buch nach solchen Fehlern nochmals zu durchforschen, versuchte 
ich, aber es fehlte mir dazu die nöthige Geduld. 

Die stehengebliebenen Druckfehler schulde also ich allein; ich bin ver- 
pflichtet anzuerkeunen, dass der Herr Drucker auf die schwierige Arbeit jede 
mögliche, eine mehr als gewöhnliche Sorgfalt verwendete, ihm gebührt dafür 
mein besonderster Dankl 


Folgende, den Sinn entstellende Fehler fielen mir auf: 


Seite 6 
.. 6 
„ 10 




13 

15 

21 

35 

36 


n 

9) 


37 

38 
41 




42 

43 
47 
51 
51 


Zeile 13 von unten, statt «(1), lies : «(2). 

, f 12 von unten, das , hinter « fällt fort. 

„ 15 von unten fehlt dem zweiten Gliede der Formel IX. der 

Faktor x\. 

§. 14 fehlt der Hinweis auf Anlage 2. 

Zeile 9 von unten, statt II. lies: I. 

„ 5 von oben, statt 1. und 2. lies: 2. und 3. 

3 3 

„ 3 von oben, statt lies: 'JyT 

„ 4 von oben, statt 9 lies: 9 b 3 . 

3 s 

„ 5 von oben, statt [/ n lies an erster Stelle: ]/n. 

„ 11 von unten (Formel VI.), statt 4a*6 lies: 4a}ii. 

„ 6 der Anmerkung von oben, statt von b Werthe lies: Werthe 

3 

von "J^A 3 . 

Zeile 10 u. 11 von unten, jedesmal statt ty'dn lies: QtyHn. 

„ 5 von oben (Formel IX. 3), lies: 1/3. 

„ 10 von oben, statt * 1/3 lies : 

„ 13 v. unten (Formel VIII.), statt «i-f-i-f-Ci 2 **) lies : 

„ 6 von unten, lies: von radikaler Form 2ten Grades. 



vi 
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Seite 52 Zeile 3 von oben, statt X. lies: VIII. 

,, 53 „ 13 von oben, statt §. 23 lies : §. 30, 

„ 55 „ 2 von unten, statt fl 3 lies : B 1 . 

„ 59 §. 46 fehlt der Hinweis auf Anlage 22. 

„ 62 Zeile 16 von oben, statt 3mn 2 lies : 3m 2 n. 

„ 86 Anmerkung, statt 23 lies : 26. 

„ • 98 Zeile 3 von oben, statt 19 lies: 18. 

„ 98 „ 4 von unten, ) fällt aus. 

„ 120 Anlage 3 Formel 1, statt (— 5 2 lies: ( — 5) 2 . 


Berlin, am 3. Februar 1868. 


Der Verfasser. 



Druck von W. Hitlack in Berlin. 
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